
Service Engineering

Class 7-8 (15/07/2008)

Service Times (Durations, Processes)

Why Significant? eg. +1 second of 1000 agents costs $500K yearly.

Why Interesting? Must accurately

Model, Estimate, Predict, Analyze, Design:

• Resolution: Sec’s (phone)? min’s (email)? hr’s (hospital)

• Parameter, Distribution (Static) or Process (Dynamic)?

• Does it include after-call work?

• Does it include interruptions?

– Whisper time, hold time, phones during face-to-face,...

• Does is account for return services?

How affected by covariates? How affects performance?

• Experience and Skill of agents (Learning Curve)

• Type of Customer: Service Type, VIP Status

• Time-of-Day: Congestion-Level

• Human Factor: Incentives, pending workload, fatigue

• Heavy-Traffic: The ED and QED Operational Regimes (later)

How to calculate Offered-Load? (towards Staffing)
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Contents: Service Times; Phase-Type Durations.

• Empirical Introduction, mainly via DataMOCCA.

• Motivating Examples.

– Designing an IVR/VRU.

– Pooling a Service Network.

– Long-term Care of the Elderly.

• Sample size.

• What is Service Time (Duration)?

A complex answer to a “simple” question:

– Single vs. multiple visits.

– After-Call Work (ACW); Utilization Profiles.

– Time- vs. State-dependency.

– Incentives (Call Center, Hospital)

– Averages do not tell the whole story: the need for Distri-

butions.

• Service duration = Statistical Distribution:

– Empirical: Histogram, CDF, Hazard Rates (Later);

– Parametric: LogNormal, Exponential, Others.

• Stochastic Ordering (of distributions).

• Service = Stochastic Process: Phase-type MJP.

• “Sufficient Statistics” in Heavy Traffic: ED, QED (later)

• Offered-Load (Work)
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Service Times: Trends and Stability

USBank Average Customer Service Time, Weekdays
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IL Telecom: Dynamics of the distribution of agent service time for Private calls 
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US Bank: Dynamics of average customer service time for Retail calls 
(Sample Size) 

Average service time Retail
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Service Times: The Human Factor, or
Why Longest During Peak Loads?

Mean-Service-Time (Regular) vs. Time-of-Day (95% CI)

(n=42613)
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Figure 12: Mean Service Time (Regular) vs. Time-of-day (95% CI) (n =

42613)
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Arrivals: Inhomogeneous Poisson

Figure 1: Arrivals (to queue or service) – “Regular” Calls
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Service Times: 5 Sec’s Resolution

USBank. Service-Time Histograms for Telesales (MOCCA)
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Service Times in Israeli Telecom

 
IL Telecom: Dynamics of the distribution of agent service time for Private calls 

Agent service time Private
 Week days
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US Bank: Dynamics of average customer service time for Retail calls 
(Sample Size) 

Average service time Retail
 Week days
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• Overall pattern seems close to LogNormal

(except for the very short service times);

• Histograms of different months are very similar;

• Reason for short service durations unknown here.
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Figure 20: Phase-Type Model of a Telephone Call (# within phases: Mean/STD)
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At the first stages of the ServEng course, we taught PH models only as a conceptual

framework for the structure of service processes. This role comes out convincingly in the case

study that motivated [57]: a service network in a local municipality transformed into a single-

stop service station; to this end, the servers were trained to perform all services (flexible, or
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Service Time 6= Contact-Time

Common (Often Too Common):

• Customers routed for additional services

(vs. “First-Time-Resolution”);

• Servers interrupt face-to-face service with a phone-call

(vs. the increasingly prevalent “Central Call Center”);

• Agents place customers on hold,

eg. technical consultation with veterans;

• Agents can be engaged in non-phone activities,

eg. ACW Time (After-Call Work).

Reasons for Redials in a Cable Company

 
 

What is “Service Time”? 
Bank Classification of “Continued – Calls” 

0

200

400

600

800

1000

1200

Tec
hn

ica
l P

rob
lem

s
Misc

.

Con
ne

cti
ng

 O
r D

isc
on

ne
cti

ng

Call
s L

ist
ing

Con
ne

cti
ng

 Sec
ret

ary

Lo
ng

 D
ist

an
ce

 C
all

s

Opti
on

s

Free
 Tim

e P
rog

ram

Ins
tru

cti
on

s M
an

ua
l

Mon
thl

y I
nv

oic
e

Mea
ns

 of
 Pay

men
t

Add
res

s C
ha

ng
e

Form
s 

Call Type

# 
C

al
ls

Total:  2,400 calls -

20%  of all calls.

  
 9

7

user
Highlight

user
Highlight

user
Highlight



 
 

Service Performance 
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Tel-Aviv:

Raanana:

Jerusalem:

Utilization Profile in 3 Call Centers Doing the Same Thing
What is “Service Time” ? 
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Calculating (Mean) Service Time

First approach:

Sum up components of the ”service time”,

then add related activities of servers.

Second approach (Avoids Ambiguities):

Fix a time interval (eg. a shift).

Mean Service Time =
Available Time - Idle Time

Number of Calls
,

where

Available Time = # Agents × Interval Duration,

and

Idle Time is summed over all agents.
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LogNormal Distribution

Empirically prevalent in call centers (overall, service types, indi-

vidual agents), but yet no theoretical explanation.

Israeli Bank. Nov-Dec.
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Figure 6: Histogram of Service Times (in seconds)

23
24

Good in statistical models

(eg. regression of log(service-time)).

Not so good for queueing models

(which typically “prefer” Exponential durations).
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Validating LogNormality
of Service Times

Log(Service Times). QQ Plot
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Lognormal Service Time

Figure 2: Histogram of Log(Service Time) (Nov + Dec)
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Figure 3: Log-normal QQ Plot of Service Time (Nov + Dec)
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  1

Service Engineering            December 14, 2005 
 

Lognormal Model for Call-Center Service-Times 
 

Basics of Lognormal Distribution 
 
Definition:  X is a lognormal random variable if ln(X) is normally distributed with mean µ  

and variance 2σ . 
 

Density:  
2
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Note that CV does not depend on µ . 
For small )5.0( <σσ , one can use CV σ≈ .  
 
Median:  µe . 

Mode:  
2σµ−e   (compare the mean, median and mode). 

 
Hazard Rate:  (standard lognormal random variable): 
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Data Description 
 
We consider November and December service times for the four major service types:  IN, 
NE, NW and PS.  (The data was cleaned according to the guidelines used, for example, in the 
“Empirical Models” homework.)  Overall, 64704 service transactions were analyzed. 
The distribution according to service types is: 
IN – 5592, NE – 7622, NW – 5774, PS – 45716. 
For every service type we check if the lognormal distribution provides a good fit for its 
service-time duration. 
 
Results of standard goodness-of-fit tests (chi-square, Kolmogorov-Smirnov) are mostly 
negative:  the lognormal hypothesis is rejected.  However, those tests are rarely applicable for 
large samples of real data such as ours:  if the sample is large enough, the test recognizes very 
small differences between real-data and theoretical distributions, and hence rejects the 
hypothesis in question.  However, the fit can be good enough for applications. 
 
Therefore, we shall use two graphical tests, namely histograms and Q-Q plots, in order to 
compare the sample service-time and lognormal distributions, and check if the differences are 
really significant for our purposes. 
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Beyond Data Averages 
Short Service Times 

 
 
 
 
 

 

AVG:  200 
STD:  249 

     

AVG:  185 
STD:  238 

7.2 % ? 
Jan – Oct: 

     

Log-Normal     AVG:  200 
STD:  249 

Nov – Dec: 
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gives rise to an exponential distribution (while there could possibly be a LogNormal

“hiding” underneath, at the seconds-scale).

• “Averages do not tell the whole story”: For exposing operational phenomena of signifi-

cance, service management must often rely on the full (empirical) distribution function,

and at the right granularity. This is important to emphasize since, often, practitioners

archive only summary averages, not even standard-deviations, let along empirical dis-

tributions. (This relates to issues addressed in our Measurement lecture; see Section

4.2.)

Figure 17: Length-of-Stay (LOS) at the Internal Wards of a Hospital: LogNor-
mality, in Days

Explain the Difference in IW-LOS Distributions, 
When Plotted in Resolutions of Days vs Hours

Patient length of stay in Ward (days), Department of Internal Medicine
HomeHospital, January 2004, All days

When Plotted in Resolutions of Days vs. Hours
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We conclude our discussion of service durations with some comments on exponentially

distributed durations - this is a prevalent model due to the memoryless property of the

Exponential distribution (the only such continuous distribution), which renders it central in

Markovian models of service systems.

An immediate (only necessary) test for exponentiality is CV = 1 (mean = std). Hav-

ing passed this test, one could visually confirm exponentially, based on the fact that the

operation of rounding retains the memoryless property. It follows that any rounding of the

exponential (e.g. the lower integer part) yields a Geometric distribution (the only discrete

memoryless distribution); thus, an equal-bin histogram of exponential corresponds to a prob-

ability function of geometric, which is easy to recognize visually: specifically, there must be a

constant height-ratio between any two adjacent bars of the histogram. See Figure 19, which

shows suspects of two exponential examples. The left, with CV = 1, describes durations of

48



phone-calls; the right, with CV ≈ 7.89/7.69, arises from durations of a face-to-face service

in a local municipality. Both are plotted in resolutions of minutes (as opposed to seconds in

Figure 16).

Figure 18: Length-of-Stay (LOS) at the Internal Wards of a Hospital: Mixture
(of Skewed-Normals), in Hours

Explain the Difference in IW-LOS Distributions, 
When Plotted in Resolutions of Days vs HoursWhen Plotted in Resolutions of Days vs. Hours

2 hour resolution

7 August 200912

Figure 19: Recognizing the Exponential Distribution when Seeing One: A Call
Center and a Local Municipality, in minutes

Service Times:
from Exponential to Phase-Type

Static Model: Exponential Duration

Face-to-Face Services in a Government Office

 
 

Government Office - Cont'd 
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  Note: Average sojourn time is 30.2 mins.  Hence Service Index = 0.086.  Too Low! 
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Dynamic Model: Phase-Type Duration

General Hyperexponential Coxian
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Local Municipalities

 
Local Municipalities 

 
 
 

Department Station 
No. 

Total 
Customers 

Avg. Arrival 
Rate  

Avg. Service 
Time  

STD 
 

Maximal 
Service 
Time  

Utilization 
 

Avg. 
Waiting 

Time  
   (1/Hr) (Mins) (Mins) (Mins)  (Mins) 

Water N/A 187 1.8 ± 0.2 8.87 ± 1.0 8.15 54.68 13.3% 4.76 
Tellers N/A 1328 12.6 ± 0.5 8.82 ± 0.4 8.55 49.37 30.8% 7.73 
Cashier N/A 757 7.2 ± 0.4 6.64 ± 0.4 6.94 29.95 79.7% 3.89 

Manager N/A 190 1.8 ± 0.2 7.99 ± 1.0 8.44 38.97 24.1% 9.16 
Discounts N/A 317 3.0 ± 0.3 4.59 ± 0.4 4.54 36.72 23.1% 3.65 

 
 
 

1 57 N/A 7.80 ± 1.70 7.61 31.28 6.5% N/A 
Water 

2 130 N/A 9.34 ± 1.20 8.37 54.68 19.3% N/A 
3 336 N/A 9.04 ± 0.80 8.93 49.05 48.2% N/A 
4 208 N/A 9.93 ± 1.00 8.82 49.12 33.0% N/A 
5 417 N/A 8.97 ± 0.70 8.55 49.37 59.4% N/A 
6 144 N/A 9.53 ± 1.20 8.75 41.70 21.8% N/A 
7 156 N/A 8.03 ± 1.10 7.96 35.27 19.8% N/A 

Tellers 

8 67 N/A 3.74 ± 0.70 3.58 21.03 4.0% N/A 
Cashier 9 757 N/A 6.64 ± 0.40 6.94 29.95 79.7% N/A 

Manager 10 190 N/A 1.99 ± 1.00 8.44 38.97 24.1% N/A 
Discounts 11 317 N/A 4.59 ± 0.40 4.54 36.72 23.1% N/A 

 

 *Service time ranges given with 90% confidence. 
 

 
Service Time Histogram – Overall: 
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MAX: 54.68 Mins

15

18Service Structure: Duration, or its (empirical) distribution function, is a static attribute

of the service process. (Though we shall later introduce the hazard-rate as a means for

capturing dynamic attributes of a distribution). Structure is the attribute that captures

the operational dynamics of the service process, which we model by a Phase-Type (PH)

distribution: the phases correspond to evolving phases of the service process. See Figure 20,

created within an undergraduate project, which presents a (data-based) model of a telephone

conversation between customers and telephone agents. Note that resolution is in seconds:

for example, the duration of the “I.D.” phase has an average of 24 seconds, with std=23;

total duration is 202 seconds on average, with std=190.
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Service Times: The Human Factor, or
Even “Doctors” Can Manage

Afternoon, 
by Case 

Morning, 
by Hour

 
 

Operations Time In a Hospital 
 
 

Operations Time Histogram: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Operations Time - Morning vs. Afternoon: 
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Local Municipalities

 
Local Municipalities 

 
 
 

Department Station 
No. 

Total 
Customers 

Avg. Arrival 
Rate  

Avg. Service 
Time  

STD 
 

Maximal 
Service 
Time  

Utilization 
 

Avg. 
Waiting 

Time  
   (1/Hr) (Mins) (Mins) (Mins)  (Mins) 

Water N/A 187 1.8 ± 0.2 8.87 ± 1.0 8.15 54.68 13.3% 4.76 
Tellers N/A 1328 12.6 ± 0.5 8.82 ± 0.4 8.55 49.37 30.8% 7.73 
Cashier N/A 757 7.2 ± 0.4 6.64 ± 0.4 6.94 29.95 79.7% 3.89 

Manager N/A 190 1.8 ± 0.2 7.99 ± 1.0 8.44 38.97 24.1% 9.16 
Discounts N/A 317 3.0 ± 0.3 4.59 ± 0.4 4.54 36.72 23.1% 3.65 

 
 
 

1 57 N/A 7.80 ± 1.70 7.61 31.28 6.5% N/A 
Water 

2 130 N/A 9.34 ± 1.20 8.37 54.68 19.3% N/A 
3 336 N/A 9.04 ± 0.80 8.93 49.05 48.2% N/A 
4 208 N/A 9.93 ± 1.00 8.82 49.12 33.0% N/A 
5 417 N/A 8.97 ± 0.70 8.55 49.37 59.4% N/A 
6 144 N/A 9.53 ± 1.20 8.75 41.70 21.8% N/A 
7 156 N/A 8.03 ± 1.10 7.96 35.27 19.8% N/A 

Tellers 

8 67 N/A 3.74 ± 0.70 3.58 21.03 4.0% N/A 
Cashier 9 757 N/A 6.64 ± 0.40 6.94 29.95 79.7% N/A 

Manager 10 190 N/A 1.99 ± 1.00 8.44 38.97 24.1% N/A 
Discounts 11 317 N/A 4.59 ± 0.40 4.54 36.72 23.1% N/A 

 

 *Service time ranges given with 90% confidence. 
 

 
Service Time Histogram – Overall: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

Range Frequency 
0-5 51.3 

5-10 21.1 
10-15 12.6 
15-20 6.7 
20-25 3.8 
25-30 2.3 
30-35 1.1 
35-40 0.6 
40-45 0.3 
45- 0.2 0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

0-5 5-10 10-15 15-20 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-
Minutes

Fr
eq

ue
nc

y

AVG: 7.69 Mins
STD: 7.86 Mins
MAX: 54.68 Mins

15

18

user
Highlight

user
Highlight



Service Times: Exponential (Phone Calls)
  
 

Phone Calls: Information 
 

 
  
 Call-Duration Frequency - North: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Call-Duration Frequency – Central: 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 Q. How to recognize “Exponential” when you "see" one? 
 

 A. Geometric Approximation. 
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Service Times: Phase-Type Model

��   5.0  
(Secs.) 

22.0 

24.8 

 62.2 

Yes No 

Billing 

Billing 

114.0 

 
 
 

Service (Process) Design; Phase-Type Service 

Late Connections 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
?  Where does human-service start / end (recall 144)? 

  “Average” picture. 
 

) 

 Customer
Identified?

Customer’s Query 

Customer 
Identification 

Information Service 

Date of Connection 
According to 

Periodical Updates 

Date of Purchase of 
Cable 

To Marketing 
(Sales) � 

� 

� 

	

�

  Beginning 

� ☺ End 

�
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Service Times:
from Exponential to Phase-Type

Static Model: Exponential Duration

Face-to-Face Services in a Government Office

 
 

Government Office - Cont'd 
 
 

  Service Times Histogram: 
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  Waiting Times Histogram: 
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  Note: Average sojourn time is 30.2 mins.  Hence Service Index = 0.086.  Too Low! 
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Dynamic Model: Phase-Type Duration

General Hyperexponential Coxian
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 Phase Typeוהתאמת התפלגות " שירות" מידול שיחת  .1.1

 "שירות"מידול שיחת  .1.1.1

 ידי האזנה לשיחות -נערכו מדידות על,  ומאפייניה"שירות"בכדי לבחון את תהליך השיחה מסוג 

 ניתוח השיחות העלה כי ניתן לחלק. וצפייה במסכים מוקלטים אותם רואים הבנקאיםנשר במוקד 

אלמנטים אלה מתאימים לכל סוגי השיחות מסוג ). אלמנטים(את השיחה לפאזות עיקריות 

בוצע חקר זמן אקראי לצורך אמידת משכי האלמנטים , לאחר הגדרת האלמנטים בשיחה. ”שירות“

 קטגוריות שנקבעו לאחר התייעצות עם לשלושכי הבנקאים נבחרו בהתאם נציין . והתפלגותם

. אחוז משרה, (Skills)מיומנויות ,  ותק בבנק: המוקד ומשבץ"שירות "צוותמנהלת , מנהלת אשכול

, כן-כמו. הבחירה לפי הקטגוריות נעשתה בצורה אשר מייצגת את אוכלוסיית הבנקאים בכלל הערוץ

 פילוח האזנות - 6נספח מספר מצוי בפירוט מלא (יחות נבחר מכל שעות פעילות המוקד מדגם הש

  ).במוקד

  ":שירות" בשיחת םהאלמנטיפירוט 

מערכת הבנק עולה במסך ,  בכל פניה למוקד-  זהו אלמנט הקיים בכל שיחה – זמן המתנה למערכת •

מועלים פרטיו כך שהבנקאי יוכל לקבל פרטים ראשוניים על , במידה והלקוח הזדהה. הבנקאי

עה או כאשר מדובר בשיחה שהגי, במידה והלקוח לא הזדהה. הלקוח ולברך אותו לשלום בשמו

המערכת עולה עם , )'שיחת גלישה'נקראת (למוקד לאחר שהלקוח לא נענה בסניף אליו התקשר 

הוגדר החל מרגע תחילת הקלטת המסך ועד לרגע ' זמן ההמתנה למערכת'אלמנט . הודעה מתאימה

 .בו הבנקאי פותח באימרת שלום

ם והזדהות עצמית  הבנקאי פותח את השיחה בברכת שלו- זהו אלמנט הקיים בכל שיחה – שלום •

ותחילת אמירת ' זמן המתנה למערכת'הוגדר החל מרגע סוף ' שלום'משך אלמנט . מול הלקוח

 .בין הלקוח לבין הבנקאי" שלום ההדדי"השלום מצד הבנקאי ועד לתום ה

 ישנן שיחות בהן הלקוח לא הזדהה במענה הקולי טרם הגעתו – אלמנט אופציונאלי – הזדהות •

 .הוגדר כסך הזמן שהוקדש לתהליך הזדהות הלקוח' הזדהות'משך אלמנט . לבנקאי

 הוגדר כסך הזמן הכולל את ההסבר על הקוד והכנסת – אלמנט אופציונאלי – יצירת קוד סודי •

 . הנתונים לשאלות זיהוי הלקוח

: כגון( הלקוח מבקש לקבל מידע בנוגע לנתונים או מדדים כלשהם -  אלמנט אופציונאלי - שאלה •

הוגדר כזמן החל מרגע תחילת ' שאלה'משך אלמנט ). שעות פתיחת סניפים, ש"ובדיקת מצב ע

 . ועד לסופה) או מרגע סיום האלמנט שקדם לה(השאלה 

ומוגדר כזמן שנדרש מהבנקאי ' שאלה' אלמנט המופיע לאחר אלמנט – אלמנט אופציונאלי - מענה •

ל או .ז.ע שנתבקש ממערכת פבמידה והבנקאי נדרש לקבל את המיד. בכדי להשיב על שאלת הלקוח

אזי זמן המענה נמדד מרגע תחילת תשובת הבנקאי ולא מרגע כניסתו , מערכת איתור סניפים

 . למערכת

השארת , העברה בנקאית: כגון( הלקוח מבקש לבצע פעולה מסוימת - אלמנט אופציונאלי – בקשה •

 .ועד לסופה) קדם לואו מרגע סיום האלמנט ש(נמדד החל מרגע בקשת הלקוח ). הודעה לסניף
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אינו ( הוגדר כזמן שנדרש מהבנקאי לבצע את בקשת הלקוח – אלמנט אופציונאלי – ביצוע בקשה •

החל מסיום בקשת הלקוח ועד ) כולל וידוא הביצוע ואימותו אשר מהווים אלמנטים בפני עצמם

 .לסיום הביצוע

נקאי אל הלקוח וחוזר על פרטי פונה הב' ביצוע בקשה'בסוף ,  לעיתים– אלמנט אופציונאלי – וידוא •

נמדד החל מהרגע בו הבנקאי מודיע כי עליו לקבל את אישור . הוראת הביצוע לשם קבלת אישורו

 . הלקוח ועד מתן האישור על ידו

בודק הבנקאי שאכן ,  לאחר ביצוע הבקשה ווידואה-  אלמנט אופציונאלי – בדיקת ביצוע בקשה •

או כהחל מסיום (כזמן החל מרגע תחילת תהליך הבדיקה הוגדרה . הבקשה נקלטה במערכת ובוצעה

 .ועד לתום הכרזת הבנקאי כי הבדיקה הושלמה) האלמנט הקודם שנמדד

 במידה והבנקאי אינו יכול לתת מענה לבקשת הלקוח או – אלמנט אופציונאלי – פנייה לרפרנט •

הוגדר כזמן החל ' רנטפניה לרפ'משך אלמנט . רפרנט, קרי, הוא פונה לבנקאי בכיר יותר, לשאלתו

 . ביניהםשירותמרגע הכרזת הבנקאי על פנייה לרפרנט ועד לסיום ההתק

הינה מערכת ) פתרונות זמינים לבנקאי(' ל.ז.מערכת פ '– אלמנט אופציונאלי – ל.ז.כניסה למערכת פ •

משך . כאשר הבנקאי יכול להיכנס למערכת בעזרת לחצן הנמצא במסכו, מידע שימושי לבנקאי

 . זה הוגדר כזמן החל מרגע כניסת הבנקאי למערכת ועד לרגע בו הוא מתחיל להשיב ללקוחאלמנט 

הינה מערכת בה ' מערכת איתור סניפים '– אלמנט אופציונאלי – כניסה למערכת לאיתור סניפים •

כאשר הבנקאי יכול , ב"שעות פתיחה וכיו, כתובתם, נמצאים נתונים לגבי כל סניפי הבנק במדינה

משך האלמנט הוגדר כזמן החל מרגע כניסת הבנקאי . ערכת בעזרת לחצן הנמצא במסכולהיכנס למ

 .למערכת ועד לרגע בו הוא מתחיל להשיב ללקוח

הינה מערכת המספקת מידע בזמן ' מערכת בורסה '– אלמנט אופציונאלי – כניסה למערכת בורסה •

כאשר הבנקאי יכול להיכנס , אמת לגבי מדדים שונים הן בבורסה הישראלית והן בבורסות בעולם

משך האלמנט הוגדר כזמן החל מרגע כניסת הבנקאי למערכת . למערכת בעזרת לחצן הנמצא במסכו

 .ועד לרגע בו הוא מתחיל להשיב ללקוח

האלמנט כולל מקרים אשר מתרחשים בתדירות נמוכה ואשר לא ניתן  – אלמנט אופציונאלי –שונות  •

שנקטע באמצע ' סיום שיחה, 'תלונת לקוח על משך ההמתנה: וןכג, לייחס אותם כאלמנט בפני עצמו

 .משך האלמנט כמשך המקרה הנדון. ידי הבנקאי או הלקוח- על

 אלמנט חדש יחסית שהוכנס רק לאחרונה בו הבנקאי מציע - אלמנט אופציונאלי – הצעת אשראי •

פי קריטריונים -על שגובהו נקבע אף הוא -אשראי , העונה על קריטריונים שהוגדרו מראש, ללקוח

' הצעת האשראי'נציין כי . חיווי על הצעת אשראי וטיבה נמצא במסך הבנקאי. אותם קבע הבנק

לאחר שהבנקאי סיים להשיב על שאלות , מופיעה ברוב המכריע של המקרים לקראת תום השיחה

אי מוגדר כזמן החל מרגע הצעת האשר' הצעת אשראי'משך אלמנט . הלקוח או לבצע את בקשותיו

 . בין אם הלקוח התרצה ולקח הלוואה ובין אם לאו- ועד לתום התהליך 

 אלמנט זה הינו אלמנט חדש הנכנס כחלק – אלמנט אופציונאלי – הצעת הוראת קבע לפקדון •

, גם במקרה זה, לעיל' הצעת אשראי'כפי שהוסבר באלמנט . מהשיחה רק בחודש ינואר האחרון

יופיע אלמנט זה ' הצעת אשראי'בדומה לאלמנט . ל אופייניהצעה זו מיועדת ללקוחות בעלי פרופי

 . לקראת תום השיחה
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o הוראת קבע לפקדון'ו' הצעת אשראי': אין שיחה בה מופיעים שני האלמנטים: הערה '

   . תיתכנה שיחות בהן מופיע אלמנט אחד בלבד או אף לא אחד מהם. יחדיו

למעשה קיים ברוב הכמעט מוחלט של אך ,  כביכול מדובר באלמנט אופציונאלי– סיום שיחה •

מוגדר כזמן החל מרגע הברכות ההדדיות והתודות בתום השיחה ועד ' סיום שיחה'אלמנט . השיחות

כפי שנראה , נדגיש כי אין זה בהכרח האלמנט האחרון בשיחה. ידי הלקוח-לניתוק השיחה על

 . בהמשך

הבנקאי נדרש להזין פרטים , הלאחר שהשיחה הסתיימ,  לעיתים– אלמנט אופציונאלי – ניירת •

עדכון : כגון(כלשהם הקשורים בהתפתחות השיחה או למלא טפסים נוספים במערכת באופן מכוון 

זאת בכדי שיופיע כחיווי בפעם הבאה שהלקוח ייתקשר , המערכת בדבר סירוב לקוח להצעת אשראי

 ).למוקד

הבנקאי אינו מנתק , ידי הלקוח-לאחר ניתוק השיחה על,  לעיתים-  אלמנט אופציונאלי – זמן מת •

משך האלמנט הוגדר החל מהרגע בו תום האלמנט . אינו מבצע פעולות במערכת, מסיבותיו שלו וכן

 . ועד לתום תיעוד השיחה במסך המערכת) 'סיום שיחה'או ' ניירת'לרוב (הקודם לו 

  

 ).7 אה נספחר-פירוט טבלה מלאה (כומתו הנתונים , לאחר קביעת האלמנטים וההאזנה לשיחות

  מוצגת להלן טבלה המתמצתת את הנתונים

  

   ניתוח סטטיסטי של אלמנטי השיחה– 1טבלה 
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  :אחוז מאמץ ארגוני הינו מדד המחושב לכל אלמנט באחד מהאופנים הבאים

   

   

  

 את האלמנטים ,בנינו דיאגרמת עמודות המציגה את אחוז המאמץ הארגוני בסדר יורד וכן, בהתאם

דיאגרמה זו תורמת לנו בהמחשת האלמנטים בהם נתמקד . ללקוח או לשניהם, המשוייכים לבנקאי

  .בהמשך והקשורים לקיצור משכי שיחה

  

  אחוז מאמץ ארגוני–6גרף 

  

  

 מהמאמץ 35%-מהווה כ, בדבנקאי בל ידי- עלשהינו אלמנט המבוצע , 'מענה' כי אלמנט ניתן לראות

  .ומשתלם לבחון את קיצורו, יצור אלמנט זה ישפיע בצורה ניכרת על משך השיחהק,  לכן. הארגוני

בעוד הלקוח רק על , זמן השיחה מ66% - עובדה מעניינת נוספת היא העובדה כי הבנקאי חולש על כ

 .16%-  כמהווים' סיום שיחה'-ו' שלום': אלמנטים משותפים לבנקאי וללקוח כגון, כן-כמו. 18% -כ

 לטובת 22-78לקוח תוך התעלמות מהזמן המשותף קיבלנו יחס של -חס בנקאילאחר נירמול הי

  .  של הבנקאי להשפיע ולקצר את משך השיחה לא מבוטלתיכולתהדבר מצביע על . הבנקאי

    

   לשיחה ype ThaseP התפלגות התאמת  .1.1.2
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   מת הסתברויות מעבר בין אלמנטיםא דיאגר– 4תרשים 

  

 הנתמה ןמז
תכרעמל

םולש

תוהדזה

.מל הסינכ
הסרוב

הלאשהשקב

 היינפ
עדימל

הנעמ

תריינ

 תעצה
ןודקפ/יארשא

תמ ןמז

 עוציב
ללוכ השקב

 דוק תריצי
ידוס

החיש םויס

END

תונוש

1

0.23

0.949

0.426

0.574

0.20.665

0.964

0.667

0.271

0.25

0.235

0.74

0.126

0.667

0.25
0.2

0.333

0.167

0.154

0.175

0.385

0.1
54

0.111

0.055

0.04

0.642

0.09

  

  

  :לשם קריאות התרשים :ההער

 דרשנו שתוצג לפחות מנטים להם אל3למעט ,  אינן מוצגות0.1- הקטנות מסתברויות מעבר ה •

, הסיבה לכך היא כי לא ייתכן שתהיינה הסתברויות יציאה מאלמנט. הסתברות כניסה אחת

   .ללא הסתברות כניסה אליו

 .אוחדו אלמנטים כפי שהוסבר לעיל •

 .צבע ייחודי לכל חץ יוצא מאלמנט מסוים •

0.1 
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   דיאגראמת קצבי מעבר בין אלמנטים – 5תרשים 

 הנתמה ןמז
תכרעמל

םולש

תוהדזה

.מל הסינכ
הסרוב

הלאשהשקב

 היינפ
עדימל

הנעמ

תריינ

 תעצה
יארשא

תמ ןמז

 עוציב
ללוכ השקב

 דוק תריצי
ידוס

החיש םויס

END

תונוש

7.85

0.57

3.991.18

1.14

1.54

0.993.29

3.27

0.66

1.36

0.78

0.83

0.83

0.62

1.180.47
0.62

0.33

0.
56

0.3

0.38

0.26

0.95

3.
72

0.1

0.
38

2.49

0.2

0.05

0.27
3.22

0.55

0.01

0.11

  

  

  .בדקותבחישוב הקצבים נלקח משך ממוצע של אלמנט , לשם קריאות טובה יותר: הערה
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   להיסטוגרמת משך שיחה אמפיריLog Normal  התפלגותהתאמת – 7גרף 

  

הזזה של עקומת ההתפלגות  אחוז מסוים של שיחות קצרות המצריך ניתן לראות בהיסטוגרמה

  .טובה ביותרההתאמה ה מתקבלת , פרמטרים3 ת בעלLog‐Normal  התפלגותכך שעם ,התיאורטית

 את אימות התוחלת תמחזקעובדה ה,  קרובים מאוד לנתוני הטבלה לעילהפרמטרים, כן-כמו

  .Matlab-תוכנת הוסטיית התקן שביצענו ב

  :(SEE) אנונימוס דוחות  מולPH פי- עלמשכי שיחות  כולה של fהתפלגות ההשוואת נערכה , בנוסף



 ט"חיפה              דוח סופי פרויקט שנתי                  חורף תשס, גי לישראל מכון טכנולו–הטכניון 

 

8

 הבנק  ומול נתוניNormal‐Log מול Phase Type השוואת התפלגות – 9גרף מספר  

Service time distribution: data and Phase Type

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0 28 56 84 11
2

14
0

16
8

19
6

22
4

25
2

28
0

30
8

33
6

36
4

39
2

42
0

44
8

47
6

data Phase Type Log-Normal

  

 על Ln הינה הפעלת ,)12ראה נספח (תה בדיקה נוספת שנעש. קיבלנו ששלושת הגרפים מתלכדים

  .Log‐Normalפלגות  תכונה של הת-משכי השיחות במדגם וקבלת גרף בצורת פעמון

 פותחת אפשרות למחקר עתידי להבנת Log‐Normal- למשך שיחה וקירובה לPHהתאמת התפלגות 

  .השיחה של משך Log‐Normalהסיבה להתפלגות 

  . אימות המודל– 12ראה הרחבות נוספות בנספח 
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  :ניתוח תרחישים לקיצור שיחה .1

הבדלים בין המצב הקיים לבין המצב המוצע מנת להמחיש את ה-צור השיחה נבחרו עלתרחישי קי

,  אחוז המאמץ הארגוני:  כגוןבהתחשב בפרמטריםהאלמנטים נבחרו . בהיבט פוטנציאל החיסכון

  . אלמנטים אופציונאליים המאריכים את השיחה אך מהם הבנק יכול להניב רווח

  : נתוני הבנק עולה כימ

  . ות שיח667,470 – בחודש ת ממוצע”שירות“כמות שיחות 

  . שניות199.46 –משך שיחה ממוצע 

  :בשנייה' מענה'קיצור אלמנט 

הכולל שקלול של (ניתן לראות כי אחוז מאמץ ארגוני , אחוז מאמץ ארגוני שנבנה לפי תרשים 

הוא הגבוה ביותר ומהווה מעל שליש ' מענה'של אלמנט ) תדירות האלמנט וממוצע משך אלמנט

  .כ אחוז מאמץ ארגוני"מסה

על פני כל שיחות מסוג , חיש של קיצור אלמנט זה בשנייה אחת בכל פעם שאלמנט זה מופיע תרבוצע

  . חסכון כספי לבנקונבדק,  בכל השנה”שירות“

:   הינה אחת על סמך המדידות”שירות“בשיחת ' מענה'תדירות ממוצעת להופעת אלמנט 

474 2.174
218

=
 

  

  .שנמדדוות  שיח218- פעמים ב474הופיע ' מענה'אלמנט 

  נתוני. שניות בממוצע לשיחה2.17=2.17*1כ קיצור של " סהלאחר קיצור האלמנט בשנייה התקבל

מול , )משך שיחה מצב קיים ( שניות 199.46 -  בקובץ חישוב החיסכון בעלויות משך השיחה הוזנו

 199.46משך שיחה ממוצע מקוצר של  ‐   ו החיסכון השנתי  שהתקבל הינ.  שניות197.29=2.17

  .ח" ש528,834

   פלט קובץ החיסכון בעלויות - 4טבלה 

  

 חישוב חיסכון פוטנציאלי בעלויות כתוצאה -11נספח בהסבר מפורט לאופן החישוב מצוי : הערה

  )מקיצור משך שיחה
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  :'הזדהות'ביטול אלמנט 

  הלקוחות חינוךידי- על' הזדהות'הציעו למזער את אלמנט , בפרויקט משכן שבוצע לפני שנה

כ "ובד, ”שירות“ מורכבות יותר משיחות "משכן"שיחות .  מהבנקלהשתמש בקוד אישי שקבלו

אותם על שיחות של " לבזבז"רצוי בנקאים המטפלים בשיחות משכן מנוסים ובעלי ותק רב כך שלא 

  .הזדהות

ת  זה יטפלו בשיחוSkillשבנקאים בעלי סביר להניח , הבסיסי ביותר" שירות "Skillעקב היותו של 

:  על סמך המדידות הינו אחוז השיחות מסוג הזדהות .לא מזוהות
13 100 5.96%
218

⋅ =.  

 קיימיםשכן ( לא ניתן לבטל אלמנט זה לחלוטין  שמעשיתלמרות,  תרחיש של ביטול אלמנט זהבוצע

לקוחות ששכחו את הקוד האישי ולכן ו יכולים לבצע הזדהות במענה הקוליאנשים עם מגבלות שלא 

  ).ו בשיחות הזדהות עבור לקוחות אלה ייטפל"שירות" שבנקאים מסוג רצוי

  -  בכל שיחה תקוצר, לכן.  שניות24.41ל סמך המדידות הינו ע' הזדהות'משך ממוצע לאלמנט 

 

  .₪ 355,806מתקבל חיסכון שנתי של , לאחר  הצבת הנתונים בקובץ חישוב החיסכון בעלויות

  :'ביצוע בקשה'קיצור אלמנט 

 2- נבחן תרחיש לקיצור אלמנט זה ב. שניות48.79, ארוך מאודהינו  'ביצוע בקשה'למנט אמשך 

  .  בשנה"שירות"על פני כל שיחות , "שירות "בכל פעם שהאלמנט מופיע בשיחת, שניות

  הינה אחת ”שירות“בשיחת ' ביצוע בקשה'תדירות ממוצעת להופעת אלמנט ה
96 0.44
218

= 

והחיסכון ,  שניות0.88-קוצרה כל שיחה בממוצע ב,  לכן). שיחות218- פעמים ב96פיע  הוהאלמנט(

  .ח" ש214,458השנתי שהתקבל 

  :'הצעת אשראי'ביטול אלמנט 

 במטרה להעלות את רווחי ”שירות“הנוסף לשיחות , יהינו אלמנט אופציונאל' הצעת אשראי'אלמנט 

, ”שירות“ גורם להארכת משך שיחת ט זהאלמנ, אולם. הבנק כתוצאה ממכירת אשראי ללקוחות

  .הוצאות הבנקוהגדלת  ”שירות“ מתןצורך ביותר בנקאים ל

  :להלן בחינת תרחיש עלות תועלת מביטול אלמנט זה

ממוצע  .  :על סמך המדידות הינו,  אחת”שירות“בשיחת ' הצעת אשראי'תדירות הופעת אלמנט 

    : הינושהתקבל משך שיחה בממוצע  קיצור,לכן.  שניות33.83: משך האלמנט

  . ₪ 679,930של שנתי חיסכון לאחר הצבה בקובץ חישוב החיסכון בעלויות התקבל . שניות

  :מאלמנט זההשנתי רווח הממוצע החיסכון הפוטנציאלי השנתי הושווה ל

P –הלקוחידי-עלבהינתן שההצעה התקבלה ' הצעת אשראי' לאלמנט ת הכנסה ממוצע .  

  .0.1לפי הבנק הינה ' הצעת אשראי'אלמנט )  לקוחידי-עלקבלה ( להצלחתת משוערהסתברות 

' הצעת אשראי'מאלמנט המינימאלי רווח ה ממוצע חסם זה מציין את . P- חסם תחתון לחושב, לכן

  .כך שישתלם להמשיך להציע את האלמנט בתדירות המופיעה כיום
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  :הסבר המשוואה

  .ת ממוצעת בחודש כמות שיחו- 667,470 

 -לאחר הכפלה ב .  שווה לכמות שיחות ממוצעת בשנה12- הכפלת כמות שיחות ממוצעת בחודש ב
 

 10%רק . של הופעת אלמנט בשנההתקבל מספר הפעמים הממוצע ) תדירות האלמנט בשיחה(

ממוצע של  מספר התקבל 0.1-כפל בלאחר ולכן , ממספר הפעמים בהם מוצע האלמנט מניבים רווח

התקבלה ההכנסה , Pממוצעת מאלמנט ההכנסה  לאחר הכפלה ב.בשנה צעות אלמנט מוצלחות ה

  . בשנה' הצעת אשראי'הממוצעת מאלמנט 

). P > 10.28 ( ₪ 10.28 –מתקבל הרווח הממוצע המינימאלי מהצעת אשראי בודדת , Pלאחר בידוד 

לם להמשיך ולהציע את  משת₪  10.28 - גבוה מכל עוד הרווח הממוצע מהצעת אשראי , דהיינו

  .   אלמנט זה

נסיק כי האלמנט מניב רווחים יותר מהפסדים ,  נמוך מאודP -  חסם תחתון לעקב קבלת :מסקנה

  .ולכן משתלם לבנק להמשיך ולהציע אלמנט זה , )בכך שהוא מאריך את משכי השיחות(לבנק 

  :'הצעת הוראת קבע לפקדון'ביטול אלמנט 

במטרה להעלות , 2009 החל מינואר ”שירות“שנוסף לשיחות , ונאליאלמנט זה הינו אלמנט אופצי

  .'הצעת אשראי' עבור אלמנט שבוצעתרחיש דומה לזה בוצע גם כן עבור אלמנט זה . את רווחי הבנק

 46.87 של משך ממוצע לאלמנטנמדד , )בחודש ינואר(שבוצעו לאחר הכנסת האלמנט ממדידות 

  .שניות

 קיצור ממוצע ,לכן. 12%לאחר התייעצות עם הבנק הינו , ”שירות“אחוז הופעת האלמנט בשיחת 

נים בקובץ התקבל חסכון שנתי לאחר הזנת הנתו. שניות 5.62=0.12*46.87: הינושיחה משך ל

  .₪  1,369,607 של בעלויות

  :החיסכון הפוטנציאלי השנתי הושווה גם כאן לרווח הממוצע השנתי מאלמנט זה

P – הלקוחידי-עלבהינתן שההצעה התקבלה ' הצעת אשראי' הכנסה ממוצעת לאלמנט .  

  .0.1לפי הבנק הינה ' הצעת אשראי'אלמנט )  לקוחידי-עלקבלה (הסתברות משוערת להצלחת 

הצעת הוראת 'חסם זה מציין את  ממוצע הרווח המינימאלי מאלמנט . P-חושב חסם תחתון ל, לכן

  .דירות המופיעה כיוםכך שישתלם להמשיך להציע את האלמנט בת' קבע לפקדון

  

תוך התאמה לנתוני , 'הצעת אשראי' הינו זהה להסבר המובא הניתוח תרחיש הסבר המשוואה

   .אלמנט זה

במידה והרווח הממוצע מהצעת הוראת קבע  כלומר, P > 14.25התקבל  במשוואה  Pלאחר בידוד 

  .   אלמנט זה ולהציע ישתלם להמשיך  ₪  14.25לפקדון הינו מעל 

נסיק כי האלמנט מניב רווחים יותר מהפסדים ,  נמוך מאודP -  עקב קבלת חסם תחתון ל:מסקנה

     .ולכן משתלם לבנק להמשיך ולהציע אלמנט זה , )בכך שהוא מאריך את משכי השיחות(לבנק 
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  מסקנותדיון ו .2

מניתוח התהליך . השלב הראשון בפרויקט התמקד בהבנת תהליך החיזוי והאיוש המתבצע בבנק

אי התחשבות בנטישת . טובה אינו מתאר את המציאות בצורה Erlang‐Cודל  כי ביצועו על פי מהבנו

   .חיזוי יתר של מספר הבנקאים הדרושלקוחות והנחה כי סבלנותם אינסופית גורמים ל

 :המחקר הניב מספר מסקנות

על . מתאר את המציאות בצורה מיטביתלקביעת מספר הבנקאים  Erlang‐Aשימוש במודל  .1

כי , נציין. שישובצו את מספר הבנקאים לקבוע בצורה טובה ומשקפתניתן , די שימוש במודל זהי

בעיה עובדה זו הווה  לא תבפרמטרי השירותעתידי  שינוי לכן במידה ויוחלט עלו, המודל הינו גנרי

 .בקביעת מספר בנקאים מיטבי חדש

ות המודל ניתן לנתח  באמצע- תוך חלוקתה לאלמנטים" שירות" לשיחת PHהתאמת מודל  .2

ניתוח זה מהווה כלי לבחינת עלות אל מול . והשפעתם על משך השיחה" שירות"את מרכיבי שיחת 

 האלמנטים מניבי הכנסת . ופתח למחקר עתידי בנושאשינוי כל אלמנט בשיחהתוצאה מכתועלת 

ית לבחינת אפשרה להציג דוגמה מעש) 'לפקדוןהוראת קבע , 'הצעת אשראי'(הרווח בשנה האחרונה 

 .  כדאיות

תוך אמידת פוטנציאל , בוצעו מספר תרחישים למזעור משכי השיחות בבנק -עור משך שיחהמז .3

 : הוסקו מספר מסקנותבביצוע התרחישים .  בעלויות החיסכון

o לכן . ממשך השיחה66%-הבנקאי שולט על כ -חלוקת אלמנטי השיחה בין הבנקאי ללקוח ,

 .  ישירה על מרבית השיחהביכולתו של הבנק להשפיע בצורה

o  מסך 50%- המהווים כ- ' ביצוע בקשה'ו' מענה'הינם " שירות"האלמנטים המרכזיים בשיחת 

 בצורה על קיצור משך השיחה אלו תשפיע בקיצור אלמנטיםהתמקדות . מאמץ ארגוניה

 .מקסימאלית

o  מתכונתם בהינם רווחיים ' קדוןיהוראת קבע לפ, 'הצעת אשראי'מנטים להצעת הא'האלמנטים

אולם הוצעה דרך גנרית שתאפשר לבחון עלות מול תועלת , "שירות"הנוכחית כיום בשיחת 

 .מאלמנטים אלו במידה והנהלת הבנק תרצה לעשות זאת בעתיד

, Log‐Normal לנתוני המדגם והעובדה כי התקבל גרף צפיפות בצורת PHהתאמת המודל התיאורטי 

  .י השיחות מתפלגים כך דלת למחקר עתידי להבנה מדוע משכהפתח
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    טבלת ניתוח סטטיסטי של אלמנטי השיחה-7נספח מספר 

  
  :הסבר לטבלה

  . השיחות218סכימת משך האלמנט על פני כל : )זמן(מאמץ  

  . השיחות218מספר הפעמים שהאלמנט מופיע על פני כל : תדירות

  .חלוקת סך הזמן בתדירות הופעת האלמנט: ממוצע משך אלמנט

  .שונות מדגמית של כל אלמנט והוצאת שורש לקבלת אמד סטיית התקן:  סטיית תקן

  .חלוקת סטיית התקן בתוחלת: מקדם השתנות

  .100כ משך כל השיחות כפול "למנט על פני כל השיחות חלקי סהסך זמן הא: אחוז מאמץ ארגוני

 שניות לעומת דוחות הבנק 114-לאחר סיכום המדידות הבחנו כי ממוצע משך שיחה הינו כ: הערה

בצענו התאמה על משכי האלמנטים כך שממוצע משך , אי לכך.  שניות200 -שהצביעו על ממוצע של כ

  .  למציאותהשיחה החדש יתאים בצורה טובה יותר
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   כתוצאה מקיצור משך שיחה בעלויותפוטנציאלי  חישוב חיסכון-11נספח 

  

  

  :הסבר

call_duration –ממוצע משך שיחה בשניות   

call_amount – שנה וכו, חודש( כמות שיחות לתקופה המבוקשת'(  

   לחודשלבנקאי כמות שעות ממוצעת – 176

   משרת בנקאי לחודש עלות – 8100

 .העברת יחידות הזמן משניות לשעות – 3600

 )תקלות , תדרוך, הפסקה: תקורות - 138%,  אורך שיחה- 100%(פקטור עלות יחידת זמן בנקאי  : 2.38

 את נבצע לאחר מכן .₪  1  לבנקאי נציב מחשבים עלות עבור משך השיחה הממוצע ובעלות :החישובאופן 

 הבנקאיםההפרש בין שני החישובים הינו מספר . לאחר קיצוראותו חישוב עבור עלות של משך שיחה ממוצע 

 לחודש בנקאי עלות X הבנקאים הנחסך לחודשסכון השנתי הוא מספר יהח. לחודש עבור הקיצורהנחסך 

)8100 (X 12חודשים  .  

   

  

  

   

שולית לשיחה  עלות שנתית
 )שנייה(ליחידת זמן 

=(2.38*call_duration(sec)*calls_amount*8100)/3600*176 



 5

- 17' תרשים מס

  

  

  ממצאים 3.4.4

  :ר בניית המודל חושבו הגדלים הבאיםלאח

 . תוחלת זמן שיחה .1

 .סטיית תקן משך שיחה .2
  :  פי הנוסחה הבאה-החישוב התבצע על

 -n  -המומנט ה
0

( ) ( 1) ! 1n n n
Tt F dt n qR

∞
−= −∫ .  

q-וקטור הסתברויות התחלה -  

  0.4800,  0.2300 ,  0.0200 ,  0.1700  , 0,  0.0300   ,  0  , 0  ,  0.0600,  0 ,   0.0100][  
  

R-מטריצת קצבי מעבר(יסימלי ט היוצר האינפי( -   
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  )ידינו-מדידות שבוצעו על ( אחוז הזמן שמוקדש לכל אחד מהאלמנטים-  10' מסנספח 

Pareto time allocated (% of Total)
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) ידינו-מדידות שבוצעו על( ממוצעי משכי האלמנטים של Pareto - 11' מסנספח 

ממוצע משך אלמנט
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 בנקאי

  לקוח

 לקוח/ בנקאי  

 שבוצעו מדידות ( האלמנטיםממוצע משך* תדירות, סך הכל הזמן המוקדש שלPareto – 12' מסנספח 

  )ידינו- על

 

Pareto  ממוצע זמן אלמנט * תדירות אלמנט בשיחה
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   אלמנטים לפי גורם מבצע– 13' מסנספח 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 אלמנטים
 הזדהות

 מסירת פרטים
 בקשה

 ביצוע בקשה
 שאלה
 הסבר

 חיפוש מידע
 פאזל

 פנייה לרפרנט
העלאת מערכות 

 (פרטים(

 ניירת
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  )ידינו- וצעו עלמדידות שב(בנקאי / חלוקת משך זמן שיחה לפי לקוח– 14' מסנספח 

חלוקת משך זמן שיחה לפי לקוח / בנקאי

28%

72%

0%
10%
20%
30%
40%
50%
60%
70%
80%

לקוח בנקאי

  

  

   פילוח סוג השיחות– 15' מסנספח 

  



Example: Phase-Type Service Times

Reference: “Length of Stay of Elderly People in Institu-

tional Long-Term Care”, Xie, Chaussalet & Millard, 2005.

Operational significance:

• “Most common causes of delay in discharge from hospi-

tal are patients awaiting placement in a nursing or residential

home and awaiting assessment of their needs.”

• Significant costs associated with maintaining elderly people in

care homes, hence relevant to “government agencies (funding,

planers), insurance companies, and purchasers and providers

of care.”

Elderly people go through three states, after being admitted to

long-term care:

• Residential home care (R);

• Nursing home care (N);

• Discharge state (D).
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Goal: Estimate the sojourn time in long-term care, both

duration and structure.

Data: “Paths” of 889 patients, some censored:

• 392 patients: R → D (219 censored);

• 451 patient: N → D (156 censored);

• 46 patients: R → N → D.

The states R and N are aggregated: Service time in each is

modeled by a Coxian (Phase-Type) distribution.

Summary: The above approach is potentially useful in other ser-

vice contexts. For example, estimating duration and structure

of

• Telephone or face-to-face services, in which case data cen-

soring is not important since observations are complete; aggre-

gation is significant, balancing complexity against goodness-of-

fit.

• Customers’ Impatience, in which case censoring is very im-

portant to account for (as will be explained in due time).
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A continuous time Markov model for the length of
stay of elderly people in institutional long-term care

H. Xie, T. J. Chaussalet and P. H. Millard

University of Westminster, London, UK

[Received January 2003. Final revision January 2004]

Summary. The paper develops a Markov model in continuous time for the length of stay of
elderly people moving within and between residential home care and nursing home care. A
procedure to determine the structure of the model and to estimate parameters by maximum
likelihood is presented. The modelling approach was applied to 4 years’ placement data from
the social services department of a London borough.The results in this London borough suggest
that, for residential home care, a single-exponential distribution with mean 923 days is adequate
to provide a good description of the pattern of the length of stay, whereas, for nursing home
care, a mixed exponential distribution with means 59 days (short stay) and 784 days (long stay)
is required, and that 64% of admissions to nursing home care will become long-stay residents.
The implications of these findings and the advantages of the proposed modelling approach in
the general context of long-term care are discussed.

Keywords: Length-of-stay modelling; Long-term care; Markov model; Survival

1. Introduction

In the UK, the National Audit Office has recently reported that the most common causes of
delay in discharges from hospital are patients awaiting placement in a nursing or residential
home and awaiting assessment of their needs (National Audit Office, 2003). Under the 1990
National Health Service and Community Care Act and the Care Standard Act 2000, local
authorities in Great Britain are responsible for the placement and finance of adults in publicly
funded residential and nursing home care that conforms to national standards. Discharge to
long-term care is a central component of plans for acute hospital care and the demand for
long-term care is expected to increase substantially as the population ages (Wittenberg et al.,
2001). In England, already 1 in 5 people aged 85 years or over live in a long-term care institution
(Laiho, 2001). In addition, the UK Government is planning to fine local authorities for failing
to provide vacancies in residential and nursing home care for hospital discharges. Therefore, it
is important for both health authorities and local authorities to have a sound understanding of
the patterns of the length of stay (LOS) and movements of residents in long-term care.

A recent survey showed that nearly 70% of the residents in residential and nursing homes were
publicly funded and were there permanently (Netten et al., 2001). In earlier research, we found
that older people who are placed in nursing homes are more likely to have complex problems.
Factors such as being male, immobile, dependent in feeding, urine incontinent, having open
wounds and taking multiple drugs are associated with nursing home care placements, whereas
older people who are admitted to residential home care are likely to be more independent (Xie

Address for correspondence: T. J. Chaussalet, Department of Mathematics, Cavendish School of Computer
Science, University of Westminster, 9–18 Euston Centre, London, NW1 3ET, UK.
E-mail: chausst@wmin.ac.uk
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et al., 2002). Therefore, we would expect differences in the pattern of LOS in residential and
nursing home care.

Research in the UK shows that the mortality rate for residents in nursing home care is par-
ticularly high in the first few months and then gradually levels out (Smith and Lowther, 1976;
Bebbington et al., 2001; Rothera et al., 2002). This observation supports the notion of phases
in residents’ stay in care homes. In the context of hospital geriatric departments, Harrison and
Millard (1991) and Taylor et al. (1998, 2000) have shown that, despite the great heterogeneity
between individuals (Millard, 1988), compartmental and Markov models, which divide patients’
LOSs into short-stay and long-stay phases, capture successfully the behaviour of patients’ LOSs.
Similar results for residential and nursing home care can be expected.

We model the flow of elderly residents within and between residential and nursing home care
by using a continuous time Markov model, in which residents’ stay in care homes is modelled as
a two-phase process: short stay and long stay. First, we describe the model that we propose
and present a procedure for determining the model structure and estimating parameters by the
method of maximum likelihood. We also show and discuss results that are obtained from fitting
the model to a real data set.

2. A model for movement of elderly people in residential and nursing home care

The proposed conceptual model for the movement of elderly people in residential and nursing
care facilities is depicted in Fig. 1. In this model, elderly people can be admitted into residential
home care or nursing home care directly, either from the community or following discharge from
hospital. In each type of care, residents start their stay in the short-stay phase and either leave
care after a short period of time or continue their stay to become long-stay residents. People in
residential home care can move to nursing home care if their conditions deteriorate to such an
extent that residential home care is no longer adequate. In this paper, we consider only those
residents who require local authority funding, and we exclude residents whose admissions are
meant to provide short respites for their carers. This restriction is imposed because most local
authorities have means of determining suitable care placements for applicants requiring public
funds; therefore, these admissions will better reflect residents’ physical conditions and needs.
Movements from nursing home care to residential home care rarely occur among residents
who are supported by local authority funds (Bebbington et al., 2001) and are not modelled.

Fig. 1. Markov model for movements of elderly people in residential and nursing home care
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Discharges from institutional long-term care are considered permanent. They occur predom-
inately by death and, although a small number of residents are discharged to the community
or hospital, they are not expected to return to institutional long-term care. Discharges to the
community are rare for local-authority-funded residents, and those to hospital usually mean
terminal care (Bebbington et al., 2001).

We construct a continuous time Markov model of the flow of elderly people within and
between residential and nursing home care. The phases in each type of care and the discharge
state form the system states. Given the Markov model that is described in Fig. 1, the generator
matrix Q is written as

Q=




q11 q12

-
-

-
-

-
-

-
-

-
-

-

q13 0 -
-

-
-

-
-

-
-

-
-

-

q15
0 q22 q23 0 q25

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
0 0 q33 q34 q35
0 0 0 q44 q45

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
0 0 0 0 0




, .1/

where qij is the instantaneous transition rate between state i and state j (i �=j), and the elements
in the main diagonal are defined such that row sums are 0, i.e. qii =−Σj �=i qij.

3. Maximum likelihood estimation of model parameters

The actual states of the Markov model are not observable. We can only observe which type of
care a person is in. For example, at any time, we observe that a person is in residential home
care but we do not know whether she or he is in a short-stay (S1) or long-stay (S2) state. This
is an aggregated Markov process, i.e. a Markov process in which system states are aggregated
into a number of classes (Fredkin and Rice, 1986). There are three classes in the model that
is outlined in Fig. 1, namely residential home care, nursing home care and discharge (denoted
by R, N and D respectively). We partition the matrix Q according to the class structure of the
model, i.e.

Q=
(QRR QRN QRD

0 QNN QND
0 0 0

)
, .2/

where the submatrices correspond to those delimited by broken lines in equation (1) and the
subscripts represent system classes. For instance, QRN is the submatrix of transition rates from
states in R to states in N , and QRR that of transition rates between states within R.

The theory of aggregated Markov processes has been motivated by and applied to the mod-
elling of ion channels in neurophysiological applications (Colquhoun and Hawkes, 1981, 1982;
Fredkin et al., 1985). Generalization and parameter estimation have been investigated by various
researchers, including Ball and Sansom (1989), Fredkin and Rice (1986) and Qin et al. (1997).
We adapt and modify the approach that was taken by these researchers to suit our modelling
needs and to deal with the existence of an absorbing state and censored observations.

3.1. Distribution of sojourn time in a class
Calculating the first-passage time (Cox and Miller, 1965) leads to the probability density func-
tion (PDF) of the sojourn time in a class, say class R (Colquhoun and Hawkes, 1981)

fR.t/=−φT
R exp.QRRt/QRR1R, .3/
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Table 2. Determination of the number of states in R and N

Number Results for residential home care Results for nursing home care
of states

AIC BIC AIC BIC

1 3430.651 3434.733 4879.295 4883.504
2 3433.142 3445.388 4774.788 4787.414
3 3437.142 3457.553 4778.792 4799.835

(long)

(short)

Residential home care Nursing home care

Discharge

q

S1 S3

S4

34q

13q

S5

35q

45q15

Fig. 2. Structure of the Markov model for the Merton data set

(Fig. 2). The second-stage Markov model fitting procedure converged quickly with the start-
ing-point proposed in Section 3.3. One-dimensional views of the log-likelihood surface along
all parameter axes suggested that the maximum was well defined and that the log-likelihood
surface was relatively quadratic near the maximum. For each type of care, the close agreement
between the survivor curve that was derived from the estimated matrix Q (see equation (5)) and
the survivor curve that was estimated by the Kaplan–Meier estimator (Kaplan and Meier, 1958)
indicates that the Markov model provides a good fit to the data (Fig. 3). This is confirmed by
the probability plots (Fig. 4).

4.3. Results
The estimated parameters for the Markov model are summarized in Table 3. These results give
interesting insights into the survival patterns of elderly people in institutional long-term care
in the London Borough of Merton. A single state provides a good fit to the LOS pattern in
residential home care (R), thus indicating a constant rate of departure from R. The average
LOS for R is estimated by 1=.q13 + q15/, i.e. 923 days (about 2.5 years). On leaving R, about
79% of the residents will be discharged (permanently) and 21% of them will transfer to nursing
home care (N ). Two distinctive states are observed in N : a short-stay state with an average LOS
of 59 days and a long-stay state with an average LOS of 784 days (about 2.1 years). The rate of
discharge from the short-stay state is about five times that from the long-stay state. This agrees
with empirical observations that initial mortality is higher for the first few months following
admission to nursing care (Smith and Lowther, 1976; Bebbington et al., 2001; Rothera et al.,
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Fig. 4. Probability (P –P -) plot of the Markov model fitted survivor curves for (a) residential home care and
(b) nursing home care for the Merton data set

Table 3. Estimated parameters for the Merton data set

Parameter Estimate Standard 95% confidence
error interval

q13 0.000228 0.000034 (0.000162, 0.000293)
q15 0.000855 0.000065 (0.000728, 0.000983)
q34 0.010874 0.002961 (0.005071, 0.016677)
q35 0.006138 0.000793 (0.004584, 0.007692)
q45 0.001275 0.000135 (0.001010, 0.001540)

older people who have been placed in R by the local authority, 50% will stay more than 21
months, 25% will live longer than 3.5 years and 10% will be there after 5.7 years. Of those who
have been placed in N , 50% will stay for more than 8 months, 25% will live longer than 2.1 years
and 10% will still be there 4.1 years after they have been admitted.

5. Discussion

We have built a continuous time Markov model which captures the flow of elderly people within
and between residential and nursing home care. Using the framework of aggregated Markov
processes, we derived a procedure for fitting the model to observed data. By modelling the sys-
tem of long-term care as a whole, we captured the movements between facilities and estimated
parameters by using the overall joint likelihood function. Using a real data set we showed that
the LOS in residential home care can be approximated by a single-exponential distribution with
mean 923 days, whereas in nursing home care a mixed exponential distribution with short-stay
mean 59 days and long-stay mean 784 days is needed to provide a good fit. About 21% of
residential home care vacancies were created by transfers to nursing home care and 64% of all
admissions to nursing home care will become long-stay residents. In nursing home care, the
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mortality rate in the short-stay state is about five times that in the long-stay state. Thus, the
model quantifies the large heterogeneity in mortality rates that is widely observed in nursing
home care.

Extensive research in the UK has been conducted to identify the characteristics that are asso-
ciated with differences in survival patterns in long-term care. This research has mainly focused
on identifying risk factors that are associated with mortality, e.g. Bebbington et al. (2001), Dale
et al. (2001) and Rothera et al. (2002). From the point of view of individual elderly people,
their doctors and social workers, the identification of risk factors that are associated with trans-
fer, early death and long-term survival is of considerable importance. But, for planning, care
managers and budget holders need to know the overall pattern of LOS in long-term care. Our
model complements other research in providing a full picture of the overall behaviour of LOS
in residential and nursing home care.

Methods that explicitly model the survival time (or the LOS in care) of elderly people have
consistently shown that a mixture of exponentials gives a good fit to observed LOS data (Harri-
son and Millard, 1991; McClean and Millard, 1993; Taylor et al., 1998, 2000). Struthers (1963)
first reported that LOS in a hospital geriatric department in Southampton followed a combina-
tion of two exponential curves: one had a ‘half-life’ of 2 months and the other had a half-life of
2 years. A mixed exponential distribution implies that a proportion of elderly people in residen-
tial and nursing home care will live substantially longer than the mean and the longer their stay
the longer their expected further stay will be. A large proportion of older people who have been
placed by the Merton Social Service Department in residential and nursing home care will stay
substantially longer than their expected LOS, 2.5 years and 1.5 years respectively. In residential
home care, 25% will live longer than 3.5 years and 10% will live longer than 5.7 years; in nursing
home care, 25% will live longer than 2.1 years and 10% will live longer than 4.1 years. This
means that short-term decisions to increase the number of permanent admissions to residential
and nursing home care will have serious long-term financial and organizational consequences.
Such action will result in, as time passes, a reduction in the places that are available for new
admissions since the number of beds occupied by residents admitted in earlier years increases.

The model that we have developed in this paper could help planning authorities to under-
stand the overall pattern of usage of resources for elderly people in their catchment area. Our
model can be extended to cope with possible differences in survival pattern between nursing
care residents who are admitted directly and those who are transferred from residential care,
although we did not find significant evidence to suggest that such differences existed in the data
set that we used. Further work is needed to confirm our findings and to extend the model to
take into account the attributes of elderly people, e.g. their age, gender and physical and mental
conditions.

Given the importance of having vacancies in long-term care to run acute hospitals efficiently
and the significant costs that are associated with maintaining elderly people in care homes,
the findings of this paper should be of great interest to Government departments, insurance
companies, health and social services planners, and purchasers and providers of residential and
nursing home care.
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Service Times per Service Position 

 
 

Dept. 

Server 

ID 

Service Time 

Avg. (Min) 

Std. 

Deviation 

Utilization

% 

Service Time 

Max. (Min) 

Total 

Services 

1 7.55 ± 0.68 7.96 37 79.32 370 

2 5.42 ± 0.33 6.27 68 105.20 951 

3 6.51 ± 0.50 6.94 44 63.33 510 

 

Collection - 

Front Office 

4 8.41 ± 0.75 8.90 42 58.15 377 

5 11.59 ± 0.80  10.88 76 74.60 493 Collection - 

Immigrants 6 10.32 ± 0.52 8.98 78 50.87 569 

7 10.80 ± 1.98 12.82 16 93.73 114 

8 9.07 ± 3.56 11.50 3 52.07 28 

9 18.32 ± 4.90 20.34 10 113.57 47 

10 23.39 ± 5.52 17.75 9 63.77 28 

11 11.99 ± 3.16 14.75 9 70.30 59 

 

Collection - 

Back Office 

12 16.73 ± 2.34 16.08 28 88.68 128 

13 2.51 ± 0.21 4.92 48 52.18 1460 Cashier 

14 3.86 ± 0.18 4.16 72 46.92 1416 

15 13.74 ± 1.07 12.02 62 69.68 340 

16 10.88 ± 0.92 10.60 52 87.92 363 

17 6.66 ± 0.50 6.68 42 49.93 473 

 

Assessment -  

Front Office 

18 11.22 ± 1.30 13.81 45 100.60 302 

19 19.29 ± 5.64 19.99 8 78.27 34 Assessment -  

Back Office 20 12.2 ± 3.86 8.47 3 29.28 13 

Total  7.24 ± 0.10 9.10   8075 

 
• 90% confidence intervals 
• 7364 distinct customers 

 

 

Recall:  Exponential ⇒    σ=E    (i.e.  CV=1) 
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Rank Service-Types by “Effort” 

 

Activity Pareto 
 

 Service Type Avg. 

Time 

(Min) 

Transactions

(% of Total) 

Time 

Allocated 

(% of Total) 

Cumulative 

(% of 

Effort) 

1 Tax Query 7.25 29.6 34 34 

2 Cashier Payment 4.4 42.8 26.3 60.3 

3 Title Transfer 12.1 5.5 10.6 70.9 

4 Water Query 5.6 8.3 7.35 78.25 

5 Owner Change 17.3 1.5 4.2 82.45 

6 Title Deed Verification 7.2 3.4 3.9 86.35 

7 Waivers & Discounts 12.4 1.4 2.8 89.15 

8 Water Disconnection 15.6 1.1 2.6 91.75 

9 Discount Application 13.7 0.8 1.8 93.55 

10 Update 10.4 1.1 1.8 95.35 

11 Information 8.1 1.3 1.7 97.05 

12 Measuring Device 5.9 1 0.9 97.95 

13 Measurement Req. 12.5 0.4 0.8 98.75 

14 Payment Schedule 6.3 0.7 0.7 99.45 

15 Account Change 3.8 0.7 0.4 99.85 

16 Cash Transfer – Rebate 2.3 0.26 0.1 99.95 

17 Water Account Change 1.8 0.14 0.05 100 

 

4 service-types require 80% of effort 

+ space constraints + poor service level 

⇒ Redesign network as a single-station 

Specialized vs. Flexible; Pooling 
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Abstract

We view each station in a Jackson network as a queue of tasks� of a particular type�

which are to be processed by the associated specialized server� A complete pooling of queues�

into a single queue� and servers� into a single server� gives rise to an M�PH�� queue� where

the server is �exible in the sense that it processes all tasks� We assess the value of complete

pooling by comparing the steady
state mean sojourn times of these two systems� The main

insight from our analysis is that care must be used in pooling� Sometimes pooling helps�

sometimes it hurts� and its e�ect �good or bad� can be unbounded� Also discussed brie�y

are alternative pooling scenarios� for example complete pooling of only queues which results

in an M�PH�S system� or partial pooling which can be devastating enough to turn a stable

Jackson network into an unstable Bramson network� We conclude with some possible future

research directions�

�� Introduction

A fundamental problem in the design and management of stochastic service systems is that

of pooling� namely the replacement of several ingredients by a functionally equivalent single

�

Later (Jackson Networks)
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Phase-Type Service Times (Durations).

Service-Time = a sequence/collection of tasks, of an exponential duration.
There are K types of tasks, indexed by k = 1, . . . , K.

mk = expected duration of task k; m = (mk)
qk = % of services in which k is first; q = (qk)
Pjk = % of incidences in which task j is immediately followed by k. P = [Pjk]

1−∑K
`=1 Pk` = probability to end service at k.

j k
m

P

j

jkq
j

Fact: service = finite number of tasks ⇔ ∃[I − P ]−1

Indeed, [I − P ]−1
jk = expected number of “visits to k”, given j was first.

(q[I − P ]−1)k = expected number of “visits to k”).

As will be articulated below, service-time duration is Phase-type (PH).
(Assuming independence among task-durations.)

Definition. Phase-type distribution = absorption time of a finite-space continuous-time
Markov chain, with a single absorbing state.

Formally: X = {Xt, t ≥ 0}Markov on states {1, 2, . . . , K, ∆}, with infinitesimal generator

Q =

1
...
K
∆




R r

0 . . . 0 0




• ∆ absorbing (since q∆∆ = 0)
• r = −R1 (since Q1 = 0)
• 1, . . . K transient ⇔ ∃R−1 (fact)

and initial distribution (of X0) is given by (q1, . . . , qk, 0) = (q, 0).

Recall:
P{Xt = k} =

∑

j

qj[exp(tR)]jk = q[exp(tR)]k

Define: T = inf{t > 0 : Xt = ∆} has phase-type distribution, say FT (·).
Claim: FT (t) = 1− qetR1, t ≥ 0 .

Proof. P (T > t) = P{Xt 6= ∆} =
∑

k q(etR)k = qetR1.

4
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Parameters:

density fT (t) = qeRtr
Laplace transform

∫∞
0 e−xtFT (dt) = q[xI −R]−1r

nth moment
∫∞
0 tnFT (dt) = (−1)nn! qR−n1

(mean = −qR−11)

Special Cases:

• Exponential (µ) : R = [−µ] and q = 1.

• Erlang: → 1 → 2 → K iid tasks / phases
(
C2(T ) = 1

K

)
.

• Generalized Erlang: exponential phases in series (tandem) (C2 < 1).

• Hyperexponential: K tasks in parallel (mixture) (C2 > 1).

1

2

k

q

q

q
....

1

2

k

• Coxian: K phases; end at phase k with probability pk.

...1 k

1-p 1-p

k-1

p1

k-11

• Minimum of exponential random variables is exponential.

• Max of exponential random variables is phase-type: e.g., Xi ∼ exp(1) iid.
This easily implies that E(max Xi) =

∑
i

1
i
, Var (max Xi) =

∑
i

1
i2

bounded!

• Erlang mixtures:

q

q

q
....

1

2

k

5
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Importance of Phase-type distributions.

• Empirical + wishful thinking: homogeneous human tasks are exponential.

• Richness: the family of phase-type distributions is dense among all distributions on
[0,∞). For every non-negative distribution G, there exists a sequence of phase-type
distributions Fn 3 Fn ⇒ G.
(In particular, we can guarantee convergence of any finite number of moments.)

Dense subfamilies: Coxian, Erlang mixtures.

For Erlang mixtures, this can be explained by the following two facts:

1. The family of discrete distributions is dense.

2. Constants can be approximated by Erlang distributions. Therefore, discrete distri-
butions can be approximated by Erlang mixtures.

• Modelling, via the method of phases. For example, consider M/PH/1 queue (see HW).

M/PH/1: state-space is (i, k) (i = number in queue; k = phase of service) or 0;

e.g., 0
λqk−→ (1, k).

Representation directly in terms of (q, P, m).

Denote here R = [I − P ]−1 (as in Mandelbaum & Reiman).
Average work content E(T ) = qRm (=

∑
j qjRjkmk).

Moments: E(T n) = n! q(RM)nq , where M =




m1 0
. . .

0 mK




E(T 2)

2(E(T ))2
=

1 + C2(T )

2
=

q(RM)21

(qRM1)2

6
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Service Durations:
Time and/or State-Dependence

Mean Service Time vs. Time-of-Day

Regular Service (PS)

�

�

�

�

Figure 12: Mean Service Time (Regular) vs. Time-of-day (95% CI) (n =

42613)
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Figure 13: Mean Service Time (INternet) vs. Time-of-day (95% CI)(n =

5066)
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Service Times vs. Arrival Rates

Regular Service (PS): Arrival Rate

�

�

�

�

Arrivals: Inhomogeneous Poisson

Figure 1: Arrivals (to queue or service) – “Regular” Calls
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At 10:00 & 15:00: longest services and peak arrival rates?

Possible Reasons:

1. Services are longer during congestion since customers start

with complaints.)

2. Agents are slower at times of peak loads.

3. Customers that arrive during peak hours require, for some

reason, longer service.

4. An additional (human) reason will be provided after we study

customers’ impatience.

41
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Comparing Service Durations

First: Means, Standard Deviations, Medians

29

Service Time

 Overall Regular 
service 

New 
customers

Internet Stock

Mean 188 
 

     181 111 381 269 

SD 240 207 154 485 320 

Med 114 117 64 196 169 
 

 
 

13Then: Distributions (Stochastic Order?)

31

Service Time
Survival curve, by Types

Time

Su
rv

iv
al

Means (In Seconds)

NW (New) = 111

PS (Regular) = 181

NE (Stocks) = 269

IN (Internet) = 381

34
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Workload (Offered-Load)

Workload (Offered Load): R = λ× E[S]

“minutes” of work (= service) that arrive per “minute”.

Example: λ = 3000 calls/hour; E[S] = 3 min.

Consistent time-units, eg. λ = 3000/60 = 50 calls/min.

Workload R = 50 · 3 = 150 min of work per min.

(If time-units hours? hence Workload in Erlangs.)

Prediction of Workload: Small Israeli Bank

�

�

�

�

Figure 18: 95% prediction intervals for the load, L, following a day
with V+ = 340.

Units on vertical axis are “required agents”.
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Root Cause Analysis of Emergency Department Crowding and Ambulance 
Diversion in Massachusetts 

 
 

A report submitted by the Boston University 
Program for the Management of Variability in Health Care Delivery 

under a grant from the 
Massachusetts Department of Public Health 

 
 

October, 2002 
 
 
 

Emergency Room Diversion Study: Analysis and Findings 
 
 
 

Phase I 
 
Phase I of these investigations involved formulation of a conceptual model that would 
permit data collection and analysis germane to the problem of ambulance diversion. As 
preparation for this study, a wide range of relevant medical publications, policy 
statements and commissioned studies were reviewed. This was followed by personal 
interviews with representatives in government, hospital administration, public health and 
the Emergency Medicine community. Information was gathered from throughout 
Massachusetts and from other key states. Particular attention was given to experience 
in areas where crowding is particularly severe including metropolitan Boston, San 
Francisco, Los Angeles and the states of Arizona and Florida. Overall, numerous 
potential root causes of diversion had been articulated both in the medical literature and 
lay press, but empirical data to support them were lacking. Available research tended to 
be descriptive, documenting the extent of crowding without clear delineation of its 
sources. Various solutions had been proposed and implemented, all without consistent 
benefit. A partial summary of this analysis has been previously released by the 
Massachusetts Health Policy Forum of Brandeis University. 

 
An operations management perspective suggested straightforward input-throughput- 
output analysis. Hospital utilization data provided by the Division of Health Care Finance 
and Policy was therefore reviewed alongside diversion data provided by regional EMS 
providers. Analysis of this information revealed the likely operation of mechanisms both 
internal and external to emergency departments. In addition to simple supply/demand 
imbalances for emergency care, diversion and utilization patterns suggested 
bottlenecks and backlogs related to the competition of emergency and non-emergency 
patients for similar resources. The interrelationships of hospital services then became 
the focus of attention and patient care pathways were explored with administrators from 
the two study hospitals. 

 
Two paradigms for the quantitative study of interrelationships among hospital 
departments were considered. The first involved an analytical approach wherein each 
relationship was identified, its stochastic character estimated, and appropriate 
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mathematical models applied. The second involved a simulation approach, wherein 
stochastic relationships were embedded into computer software that translated real 
patient flow inputs into utilization and capacity information. Computer simulation was 
ultimately selected as the route of choice because of its scalability and adaptability. 

 
 

Phase II 
 
 

Data Collection/Analysis Effort: 
 
The study was performed at two hospitals in Massachusetts: Hospital A, a large tertiary 
academic hospital, and Hospital B, a medium-sized acute care community hospital. The 
following data were collected: 

 
 

–            42 days of information covering: 
–            6000+ admissions 
–            8000+ ED visits 
–            2000+ staffing/capacity data points 
–            300,000+ patient movement/status data points 

 
In order to analyze the relationship between diversion status and other factors within the 
hospital environment all measures were split into observations at one hour increments. 
The study period of 42 days, with 24 hours per day, yielded a total of 1008 full sets of 
observations. The analysis required collection of patient flow data well beyond the usual 
capabilities of contemporary hospital information systems. 

 
Point-biserial coefficients of correlation, with diversion status as the binary variable, 
were examined against a variety of factors. Comparisons when using full hours of 
diversion versus partial hours as the “true” condition did not reveal significant 
differences, so partial diversion hours were evaluated as the “true” binary throughout 
the analysis for the sake of consistency. 

 
It is important to note that in the real world the decisions to commence or cease 
diversion status are, but their nature, highly subjective. Because the purpose of the 
study was to examine the root causes of diversion, we did not approach the task from 
the standpoint of critiquing or attempting to influence this inherent operational 
subjectivity. As a result, any such analysis is itself subjective to a certain degree. 

 
Because both hospitals straddled EMS regional borders and diversion rules vary by 
region, each hospital’s data was used for the sake of determining diversion status rather 
than using centralized EMS data. Also, all diversions were considered equally rather 
than separately analyzing the factors related to each individual diversion type. 

 
Patterns of diversion were also examined as averages across the hours of the day and 
the days of the week in order to ascertain relevant hour of the day and day of the week 
patterns. This data analysis was performed separately for each of the hospitals. 
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Hospital A: 
 
 

Diversion Pattern “Hospital A - Diversion Minutes by Hour” 
 

–        There were a total of 22 episodes of diversion which started and ended within the 
study, with an average length of 814 minutes. There was one episode that began prior 
to the study and ended after the study began and so is not included in this calculation, 
nor in any calculations which involve the beginning of diversion episodes. 

–        The hourly diversion pattern shows diversion is highest in the evening hours, settles 
back down during the early morning hours, and then stays steady until the mid to late 
afternoon (see Fig. 1). 

–        The goal of the project was to determine the drivers which create this pattern. 
 
 
 

Hospital A - Avg Diversion Minutes by Hour 
30 

 
 
 

25 
 
 
 

20 
 
 
 

15 
 
 
 

10 
 
 
 

5 
 
 
 

0 
 
 
 

Divert Minutes 
 
 

Fig. 1 
 
 
The following 3 hypotheses were tested to determine the drivers of diversions: 

 
 

1.  ED arrival rate is too high, leading to diversion when the ED becomes full. 
2.  ED processing of patients is too slow, causing backups that lead to diversion 
3.  ED arrival and processing rates are fine, but there are not enough beds in the 

hospital to accommodate the admissions. 
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There are seven sets of data (see Fig. 2), each representing a different view of 
arrivals into the ED. The "Arrivals_0" category only includes new arrivals from the 
hour in question. Each subsequent category, from "Arrivals_1" to "Arrivals_6" 
includes one more hour’s worth added to the total. In other words, "Arrivals_1" 
includes arrivals from the current hour added to the arrivals from the previous 
hour, "Arrivals_2" includes all of "Arrivals_1" plus the arrivals from two hours ago, 
and so on. This is what accounts for the stacked shape as each additional hour is 
layered on top. Because average length of stay was 340 minutes, 6 hours is 
used as the maximum lag. Correlation coefficients from each of these 
cumulatives to Avg Diversion Minutes by hour are as follows: 

 
 

Arrivals_0 = -0.073 
Arrivals_1 = 0.001 
Arrivals_2 = 0.078 
Arrivals_3 = 0.165 
Arrivals_4 = 0.259 
Arrivals_5 = 0.359 
Arrivals_6 = 0.460 

 
Hospital A - ED Diversion vs. Arrivals to ER by Hour 

3035 
 
 

30                                                                                                                                                                    25 
 
 

25 
20 

 
20 

 
15 

 
15 

 
10 

10 
 
 

5                                                                                                                                                                    5 
 
 

0                                                                                                                                                                    0 
 
 
 

Arrivals_0                      Arrivals_1                      Arrivals_2                       Arrivals_3 
Arrivals_4                      Arrivals_5                      Arrivals_6                       Divert Minutes 

 
 

Fig. 2 
 

There is also a possible corollary to hypothesis #1, that overall ED census is a 
driver of diversion. When counting the non-boarding census and comparing it to 
diversion status, however, the resulting point-biserial coefficient (r = -0.051) 
makes clear that this potential explanation should be rejected as well. 
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again points towards examining hospital capacity as the primary determinate of 
diversion. 

 
 

Census/Admissions/Discharges: Hospital B 
 

The overall relationship between inpatient census and ED boarders in Hospital B 
was similar to that of Hospital A. However, detailed analysis of admission 
sources in Hospital B is not presented because scheduled demand played a far 
smaller role than that observed in Hospital A. 

 
 

During the study period, there were 1,158 weekday unscheduled admissions 
(average: 38.6/day) and 208 weekday scheduled admissions (average: 6.9/day). 
This suggests very little operational flexibility in controlling the variability or timing 
of scheduled arrivals. This likely reflects a fundamental difference between most 
community hospitals and larger academic centers. 

 
 

Hospital B Conclusions: 
 

The findings at Hospital B are consistent with and reinforce those at Hospital A. 
Specifically, there was no evidence that ED process times were temporally or 
mechanistically related to ED diversion while the relationship between ED arrival 
rate and diversion was weak. Instead, the data suggest that factors outside of the 
ED that combine to increase boarders and limit ED capacity are more important. 

 
 
 
Phase II Summary: 

 
 

Detailed flow analysis in two very different types of hospitals yielded similar 
findings with respect to the root cause of emergency department crowding and 
ambulance diversion. Neither increased patient inflow nor increased process time 
could be strongly related to diversion status. Instead, diversion was seen as an 
outflow problem, with busy emergency departments crowding as patients await 
transfer to crowded inpatient services. This problem is exacerbated in hospitals 
with large volumes of scheduled admissions, since these necessarily compete for 
the same resources. The “collision” of scheduled and unscheduled patient flows 
results in diversion patterns that are specific and reproducible. Because 
scheduled patient flows are theoretically controllable, better understanding of this 
phenomenon may suggest means of decreasing diversion. If the experience here 
may be generalized, we conclude that institutions with small (or uncontrollable) 
scheduled patient flows will require addition of resources on the inpatient side if 
diversion is to be substantially reduced. 
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t t

e
t S

R t u P S t u du E u du E S E t Sλ λ λ
−∞ −

⎛ ⎞
= > − = = ⋅ −∫ ∫⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  

eS כפי שהוגדר בכיתה" זמן שארית השירות" מסמן את.   

), ל"בייצוגים הנ( ) 0tλ   .) שלילייםt עבור =
  

D: S דטרמיניסטי הוא Sנניח שמשך השירות   4.1.1 D≡  . שלושתהוכיחו את השוויון בין 

  .למקרה זהtR)(ההצגות של

  

  :תשובה

eS מתפלג אחיד על [0,D]   .(0, )
d

eS U D≡. 

( )

{ }

0 0

1Representation 3 ( ) ( ) ( ) ( ) Rep. 2

Rep. 1 ( )1 ( ) Rep. 2

D D t

e u t x
t D

t t

u t D
t D

D E t S D t x dx t x dx u du
D

u du u du

λ λ λ λ

λ λ

= −
−

> −
−∞ −

= ⋅ − = ⋅ ⋅ − = − = =

= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
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המקבל  Sל למקרה של " הנ4.1.1 - טי ב את המקרה הדטרמיניסלהרחיב  הסבירו כיצד ניתן 4.1.2

  :דהיינו כיצד מוכיחים שאכן, מספר סופי של ערכים

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))
t t

e
t S

u P S t u du E u du E S E t Sλ λ λ
−∞ −

⎛ ⎞
> − = = ⋅ −∫ ∫⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

על ידי משתנה מקרי המקבל , בדיוק רב כרצונכם, ניתן לקרב כל משתנה מקריו מאחר: הערה

 למקרה של ל" מוביל להוכחת שלושת הזהויות הנסעיף זה, )מ דיסקרטי"מ( של ערכים סופימספר 

Sכללי .  

  

  :תשובה

.נניח   .i iS D w p p=  ,    מ דיסקרטי"מ .  

.,   על סמך עמידה מוטה .
( )
i i

e i
p DS U w p
E S

,0)כאשר    ,  = )
d

i iU U D=  .   

  ,לכן

  

( )

( ) ( )

4.1.1

{ }

Representation 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) Representation 3
( )

Representation 2 ( ) ( )1

( ) (

i i
i i

i

i

t t

i i i i ipi i it D t D

i i
i e

i

t t

i i u t D
i it D

i i
i

p u du u du D E t U

p DE S E t U E S E t S
E S

p u du p u du

u p P D

λ λ
λ λ λ

λ λ

λ λ

λ

= ⋅
− −

> −
− −∞

= = = − =

= − = − =

= = =

=

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑

∑ ∑∫ ∫

∑ ) Representation 1
t

t u du
−∞

> − =∫
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  . שימושים .2חלק 

 (Offered Load)   העומס המוצע משמש כהגדרת,כפי שהוגדר לעיל, R(t) -בכתה הוסבר ש

,  כזכור.  (1  ומשכי השירות בה הם כמתואר בחלקכאשר המופע אליה , tלמערכת שירות בזמן  

R(t)נמדד ב  -  (Erlang.  

  

עשו זאת בהסתמך על הייצוג הרביעי הבא .  הגדרה מתאימה  הסבירו בקצרה מדוע אכן ה4.2.1

  :R(t) של

  ).כולל (t מספר המופעים הכולל עד זמן – A(t) –סמן נ

[ ( )] ( )E A t t= Λ- תוחלת מספר המופעים המצטבר עד זמן t.  

]:  נובע שמתקייםR(t)מאחת ההצגות של , אזי ]( ) ( ) ( )R t E t t S= Λ −Λ −.  

  

  :תשובה

  

R(t) =  כמות העבודה הנמצאת במערכת בזמן ;t או לחילופין , שירותעבודה נמדדת ביחידות זמן

)לכן . שרת הנדרשות לטיפולה-מספר יחידות זמן )( ) ( )R t E L t=.  

]הביטוי   ]( ) ( ) ( )R t E t t S= Λ −Λ  כוללת t ממחיש יפה את העובדה שכמות העבודה בזמן −

)בהתאם לתהליך ההגעות הממוצע   ,עבודה שהגיעה לפני כן )tΛ.  

  

  

 שתוארה )הסטת אמבולנסים (Ambulance Diversion -  הגרף הבא מתאר את תופעת ה4.2.2

 הוא אחוז הפעמים בתקופה הנמדדת 21:00למשל ערך הגרף בשעה ). ב"ונפוצה בארה(בכיתה 

 הוכרזה כשעה שבה המיון חסום לכניסת חולים חדשים דרך אמבולנסים 20:00-21:00שהשעה 

  ).27%במקרה שלנו (
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.  הסבירו את הגרף.א מנסה לקשר בין שעת שיא הסטת האמבולנסים לשיא העומס במיוןהגרף הב

  ? בין הזמנים בהם מתרחשים השיאיםכיצד ניתן היה לשפר את ההתאמה

  . שעות6תוחלת זמן השהיה במיון הנדון היא : שימו לב

  

  

  :תשובה

עם שיא ,  לאורך היום למיון שהגיעו לשעה הממוצעתתאר את כמות החוליםמ Arrivals_0 הגרף

כמות ההגעות בשעה  + tכמות ההגעות בשעה  הוא t בשעה Arrival_1הגרף .  בבוקר11 -הגעות ב

t-1 ,כלומר הגרף ... 'וכו. כלומר הוא סוכם את ההגעות בשעתיים האחרונותArrivals_6 סוכם את 

_ :י הנוסחה" ע השעות האחרונות6 -ההגעות ב 6( ) ( ) ( 1) ... ( 6)Arrivals t t t t= Λ +Λ − + +Λ −.  

  :רוב הבאיקה לפי )R(t) ( עומס המוצעה מחשב בפועל את 6 גרף כןל

( ) [ ( ) ( )] ( ) ( [ ]) ( ) ( 1) ... ( 6)R t E t t S t t E S t t t= Λ −Λ − ≈ Λ −Λ − = Λ +Λ − + +Λ  בעזרתו. −

 - שקורה במוזז בזמן לעומת שיא ההגעותכלומר הוא , 15-17מתקבל בשעה  העומסמראים ששיא 

10-11.  

הפרש . )21שמתרחש בשעה (ל לשיא ההסטות "אך עדיין יש פער זמן לא מוסבר בין שיא העומס הנ

 לא מספיק R(t) -האמד ל.  א:)או משילובם(  הבאיםהסבריםאחד המ , למשל,זה יכול לנבוע

כדאי להשתמש בנוסחת העומס המוצע  : אנו ממליצים על השיפור הבאמקרה זהב. מדויק

  .או באחד הקירובים היותר מדויקים שנלמדו בכיתה, המדויקת

  מחלקות האשפוזמופעלת כאשרדרך כלל ב ,כפי שהוסבר בכיתה,  הסטת האמבולנסים.ב

  .ס במיוןעומהשעת שיא לעומת , בשעה יותר מאוחרת וזה קורה, תומוחס

כלומר ,  מופעל מאוחר מדיהפעלת נוהל הסטת האמבולנסיםשהזמנים מצביע על כך פער יתכן ש .ג

 א מגיע לאפקטיביות ועד שהומתחילים להפעיל אותו,  במיוןלתי סבירברק לאחר שרואים עומס 

 . ניכרזמןעובר מירבית 
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