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    פרופסור אבישי מנדלבאום  :ה מרצ

         שמרית ממן: תמתרגל             

    

      30.10.2007  :תאריך הבחינה

  ______________________ סטודנט' מס

  

                                                          ______________________               שם 
  

  096324 – הנדסת מערכות שירות

  2007 ז" תשסאביבסמסטר  - 'במועד 

  פתרון

 .באחריותך להחזירו במועד.   שעותשלושהמבחן נמשך  -

 .המבחן בחומר סגור -

  . מחשבוןמותר להשתמש  -

 .כולל עמוד זה, עמודים 23  המבחן כולל -

 .נת התשובהבאופן שאינו פוגע בהבניתן לעגלם , כאשר נדרשים חישובים -

  .בכתב ברור בבקשה, מלאו את הפרטים הנדרשים בראש העמוד -

  .מלל מיותר יגרע ניקוד: שאמורים להספיק, על התשובות יש לענות במקומות המיועדים -

  . התבקשתם במפורש לעשות זאתרק אם הסברים או הוכחותיש לתת  -

  

  תרגולים\הרצאות  ת       נקודו10מתוך ______     1שאלה   :ניקוד

  תרגילי בית         נקודות 10 מתוך ______    2שאלה   

   יישום        נקודות17מתוך   ______   3שאלה   

  תיאוריה        נקודות 8 מתוך ______    4שאלה              

  

               

   נקודות45מתוך    _____      כ" ס ה   
  

 !ב ה צ ל ח ה 

 
  

  הפקולטה להנדסת תעשייה וניהול
 

 הטכניון - מכון טכנולוגי לישראל
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 )ודות נק10 ( תרגולים\  הרצאות1שאלה 
  .1חלק 

  .)אחת מארבע האפשרויות ( את התשובה הנכונהובחר, השאלות הבאות משלוש בכל אחת

  

1.1.1  
  

  1גרף 

  
  

ניתן , בפרט.  ל שהוצג בהרצאה מתאר את רמת הביצועים התפעולים של חמישה שופטים בבית הדין לעבודה"התרשים הנ

השטחים ( שטחי שלושת מלבנים שאנו רואים בתרשים לנסות להשוות בין רמות הבצועים של שלושה שופטים על סמך

  ?מהי מהות הקשר בין שטח המלבן ורמת הביצועים של השופט).  118- ו59, 45-שווים ל

  

 .שופט עם שטח המלבן גדול יותר הוא שופט עם רמת הבצועים הגבוהה יותר .1
 

 .שופט עם שטח המלבן הגדול יותר הוא שופט עם רמת הבצועים נמוכה יותר .2

 

לשופט עם רמת הבצועים גבוהה צריך .  נכון להשוות בין רמות הבצועים של שופטים על סמך שטחי המלבניםלא .3

 .נמוך W- גבוה וλלהיות 
  

  .אף תשובה לא נכונה .4

  
  

 תשובה:   3
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1.1.2  

2 גרף  

  
  

ה סוגי אנו רואים שלכמ.   שהוצג בהרצאה מתאר משכי ניתוחים בבית חולים מסוים בבוקר ואחרי הצהריים2גרף 

בחרו פיסקה שמסכמת בצורה הסבירה ביותר את .  צ"זמני ניתוחים בבוקר הם הרבה יותר ארוכים מאחה, ניתוחים

  .הסיבות לתופעה ואת השלכותיה הניהוליות

  
הבאה לידי , צ"בגלל מערכת תמריצים לא נכונה חולים מקבלים שירות ברמה נמוכה אחה.  התופעה היא בעייתית .1

  .ריםביטוי בניתוחים קצ

 

הם משאירים ניתוחים , צ המנתחים מקבלים תשלום פר ניתוח"מכיוון שאחה.  התופעה היא חיובית במקרה זה .2

המנתחים מקדישים לניתוחים הקשים יותר את שעות , כתוצאה מכך.  קלים יותר למשמרת אחרי הצהריים

 . בהם הם ערניים יותר, הבוקר

 

הם מבצעים פחות מדי ניתוחים , תחים מקבלים תשלום פר שעהמכיוון שבבוקר המנ.   התופעה היא בעייתית .3

 .צ"בבוקר שמביא לעומס יתר בשעות אחה

 

מערכת תמריצים מתוחכמת מאפשרת למזער הוצאות משכורת הרופאים .   התופעה היא חיובית במקרה זה .4

 .  וליעל את תהליכי ניהול בבית חולים
  
  
  

 תשובה:   2
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1.1.3  

  

  : ההמתנה של לקוח במרכז טלפוני ניתן לסכם באופן הבאלמדנו בהרצאה שאת חווית

 E - להמתין מצפההזמן שלקוח  •

 τ - להמתין וכןמהזמן שלקוח  •

 V - להמתין נדרשהזמן שלקוח  •

 W - המתין למעשההזמן שלקוח  •

 F - שהמתין הרגישהזמן שלקוח  •
  

  .בחרו שוויון או אי שוויון שתמיד מתקיים לפי הגדרות שהוצגו בהרצאה

  

1 .F W≥.  

  

2 .W=min(τ,V).  

 

3 .W=max(τ,V).  

  

       4 .E=W.  

  

  

  2:   תשובה
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  .2חלק 

  

  . טון דגים לחודש25בשנה אופיינית סופרמרקט מקבל אספקת דגים בקצב קבוע ונתון של 

  :קצבי המכירה הממוצעים הם

  . אפריל- טון לחודש בחודשים ינואר 20 •

  . אוגוסט-לחודש בחודשים מאי  טון 25 •

  . אוקטובר– טון לחודש בחודשים ספטמבר 38 •

  . דצמבר– טון לחודש בחודשים נובמבר 22 •

  

  .)FCFS) First Come First Served טון דגים במקפיא וכי מדיניות ניהול המלאי היא 10נניח כי בתחילת השנה יש 

  

  .קציה של הזמן  כפונ L(t)  ציירו את דיאגרמת המלאי הממוצע 1.2.1

  

  : תשובה
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  ? מהי רמת המלאי הממוצעת על פני השנה1.2.2

  

  :תשובה

4 4 2 2 220 30 17 7 20
12 12 12 12 3
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .והצדיקו את ההנחות הנדרשות, הסבירו תשובתכם?  מהו משך השהיה הממוצע של דג במקפיא1.2.3

  

  :תשובה

  

  . Littleילת התקופה ולכן ניתן להשתמש בחוק כמות הדגים במקפיא בסוף התקופה זהה לכמות שבתח

בנוסף  ,  טון דגים25= קצב היציאה = קצב הכניסה 
220
3

L  ולכן  =
2
320

0.82 24.8
25

W month days= = =.  
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 LCFS) Last Comeמדיניות לפי הוא ל המלאי והכך שבפועל ני נניח כי חלה טעות בניהול מלאי הדגים בסופרמרקט 1.2.4

First Served .(הסבירו קביעתכם .  ישתנו תחת המדיניות החדשה1.2.3, 1.2.2, 1.2.1 קבעו אלו מבין התשובות לשאלות

  .ופתרו מחדש את השאלות שפתרונן השתנה

  

  :תשובה

  

  לא השתנה/ השתנה :    1.2.1שאלה 

  

  :) במידת הצורך(פתרון חדש + הסבר 

  . עקב מדיניות ניהול המלאי הדגים במלאי לא משתנהכמות
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  לא השתנה/ השתנה :    1.2.2שאלה 

  

   : )במידת הצורך(פתרון חדש + ר הסב

  .גם רמת המלאי הממוצעת לא תשתנה, 1.2.1בהמשך לשאלה 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   לא השתנה /השתנה:   1.2.3 שאלה

  

   : )במידת הצורך(פתרון חדש  + הסבר

 טון 4זמן השהיה של ,  טון דגים שאינם מוצאים כלל מהמלאי ולכן4ישנם , ת לאורך כל השנהמכיוון שרמת המלאי חיובי

  .אלו הוא אינסופי וכך גם ממוצע זמן השהיה של דג במקפיא
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  ) נקודות10 (   תרגילי בית2שאלה 

 
 : בגרף הבאכמתואר , Nנתון מודל של מערכת שירות בארכיטקטורת 

  

  

  

1 הם הלקוחות סוגי לשני ההגעה קצבי 1.135λ 2-ו = 0.38λ  רק לשרת יכול 1 שרת. יחיד שרת יושב תחנה בכל. לדקה =

11 שירות קצב עם 1 מסוג לקוחות 1μ 22 בקצב 2 מסוג לקוחות משרת 2 שרת . = 1μ  1 לשרת לעזור גם יכול והוא,  =

12 בקצב 1 מסוג לקוחות ולשרת 0.5μ   .לדקה ביחידות ניתנים השירות קצבי. =

  

  ? לשרת על מנת להבטיח יציבות של המערכת1 שצריך שרת 1  מהו אחוז הלקוחות המינימלי מסוג 2.1

  

  : תשובה

1 2

12 22

1

0.273

λ λα
μ μ
α

⋅ + =

⇒ =
  

  

1 צריך לשרת לפחות 1שרת , כלומר 72.68%α−   .1 מלקוחות מסוג =

  

  

  

  

  

  

  

1λ  2λ  

11μ  12μ  22μ  

1 2
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  .אשר תבטיח יציבות של המערכת,   הציעו מדיניות לתפעול המוקד2.2

  

  : תשובה

~מ " המגיע למערכת נגריל מ1עבור כל לקוח מסוג  (0,1)U Uni . 0.7268אםU  אחרת, 1י שרת "שורת עהלקוח י, >

  .2י שרת "ישורת ע

  

  

  

  

  

הציעו , בהינתן מידע זה. VIP הם לקוחות 2ולקוחות מסוג )  Regular( הם לקוחות רגילים 1 הניחו כי לקוחות מסוג 2.3

  . את המדיניותבפירוטתארו ? ל"מדיניות סבירה לניהול המערכת הנ

  

  :תשובה

  :  וזאת באופן הבא1 לשרת 1ח כמה שיותר לקוחות מסוג אזי נשל, VIP הם לקוחות 2אם לקוחות מסוג 

הלקוח , אם שני השרתים עסוקים. 2אחרת יישלח לשרת ,  אם הוא פנוי1נפנה אותו לשרת , 1עם הגעת לקוח מסוג  •

  . יצטרף לתור

ור ואם ת, לשירותהראשון בתור ייכנס , אם כן.  בתורVIPנבדוק האם ישנם לקוחות , 2עם סיום שירות אצל שרת  •

  . אינו ריק1וזאת במידה והתור של לקוחות מסוג , ריק יכנס לשירות לקוח רגיל VIP  -לקוחות ה
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            ולהחזירו   בכל רגע להוציא לקוח משירותניתן א"ז, preemptive כי המערכת פועלת לפי מדיניות שהיא   הניחו כעת2.4

)2,1( שרתיםiN עובדים במקביל iבתחנה   הניחו עוד כי.לקוחות מהמערכת" לזרוק"ור אבל אס, להמתנה בתור =i ,

 היא כזו לשירות) Regular (1לקוחות מסוג מדיניות ניתוב ,  כמו כן.VIPשהם , 2 ללקוחות מסוג תנת עדיפותי נ2תחנה בו

  .2בתחנה הוא נשלח לשירות , 1תחנות ישנם שרתים פנויים לשירות לקוח מסוג בשתי השאם 

  

  :נגדיר

1( )X t =  בזמן, )בתור או בשירות (במערכת 1 מסוג לקוחות מספר כ"סה t≤0 .  

2 ( )X t=   בזמן,  )רבתו או בשירות (במערכת 2 מסוג לקוחות מספר כ"סה t≤0 .  

  

)1 דיפרנציאלית עבור  ותכתבו משווא )X t2 - ו ( )X t , t≤0. 

           

  :תשובה        

  

( )( ) ( )( )

( )

1
1 12 1 2 2 11 1 2 2 1

2
2 22 2 2

dX X N X X N X N
dt

dX X N
dt

λ μ μ

λ μ

++ +⎡ ⎤= − ∧ − − − − ∧⎢ ⎥⎣ ⎦

= − ∧
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  ) נקודות71(  יישום  3שאלה 

  

  .1חלק 
  
 . דקות60הוא זמן  של כל אינטרוול מישכו  .4CallCentersטבלה הבאה הינה פלט מתוכנת ה

  
  

  

  

  

רשמו את המודל המתמטי המתאים ואת ערכי הפרמטרים של ?   לאיזו מערכת תורים מתאימה הטבלה הנתונה3.1.1

  ).רשמו את כל האפשרויות, אם פרמטר מקבל מספר ערכים (.המודל

  

  :תשובה

| | |
1000 ; 30 ; 35 ; 40 ; 3600 / 30 /1customers customers customers

hour hour hour

M M N K M
N agents K trunksλ μ θ

+
= = = = =
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 Average Trunks - ואורך התור הממוצע, אחוז הנחסמים שחזרו את הערכים החסרים של, עבור האינטרוול השני  3.1.2

Utilized .תארו בפירוט את חישוביכם .  

  

  : תשובה

  

(1 % % ) % 1 % 0.0372

2.7(1 % ) _ _ _ 1000(1 0.0372) 0.722
3600

0.722 35 0.896 32.1

q eff

q

Abandom Block NBlock Abandom
N

L ASA Block Average Time in Queue

AverageTrunksUtilized L N

λ ρ μρ
μ λ

λ λ

ρ

− −
= ⇒ = − − =

= ⋅ = − ⋅ = − ⋅ =

= + ⋅ = + ⋅ =

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)מסוג     הניחו כעת כי עליכם לנתח מערכת 3.1.3 ) | | |Erlang B M M N N− , 1000כאשר קצב המופע למערכת הינו 

השתמשו בתוצאות המובאות בטבלה לעיל כדי .   שרתים35 דקות ובמערכת 2זמן שירות ממוצע הינו ,  לקוחות לשעה

  . הסבירו את תשובתכם).blocked(לאמוד את אחוז הלקוחות הנחסמים 

  

  :תשובה

  

ולכן המערכת תתפקד ) לקוח שנאלץ להמתין ינטוש מיד את המערכת, כלומר(הלקוחות נמוכה  סבלנות ,1באינטרוול 

 זה יהיה כאחוז הנוטשים Erlang-B אחוז הנחסמים במודל .   עם הפרמטרים הנתונים בשאלהErlang-Bבדומה למערכת 

  .9.5% -כלומר אחוז הנחסמים הוא כ, במערכת המקורית
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שעת עבודה של .  בטבלה שלעילבאינטרוול השני למוקד טלפוני המאופיין לפי המודל המוצג השאלות הבאות מתייחסות

  .  75₪י לקוח גורמת לנזק של "וקבלת צליל תפוס ע ₪ 100נטישה גורמת נזק של ,  50₪ יחיד עולה מוקדן

  

  .עבור תפעול המערכת,   חשבו את העלות הממוצעת לשעה3.1.4

  

  :תשובה

  

50* 100*1000* ( ) 75*1000* ( )
50*35 100*22 75*37 1750 2200 2775 6725

cost N P Ab P Block= + +
= + + = + + =

  

  

  

  

  

  

  

  

שאר . מוקדנים 40 כ עובדים במוקד "כלומר בסה,  מוקדנים נוספים5 י" לאייש את המוקד ע כעת  נניח כי הוחלט3.1.5

  .נמקו בקצרה? לא תשתנה/תרד/האם עלות התפעול של המערכת תעלה. הפרמטרים נותרו ללא שינוי

  

  :תשובה

  

  .תרדעלות תפעול המערכת 

  

),  )כמספר הקווים (מוקדנים 40כאשר במוקד : הסבר ) 0P Ab  מכיוון שלקוח שמגיע מקבל שירות מיידי או שנתקל =

μנשים לב כי , בנוסף. בצליל תפוס θ= 40 מוקדנים ולכן ההסתברות לחסימה זהה לכל מספר של N≥,  ולכן

( ) 3.72%P Block =.  

40*50 שרתים      5לאחר הוספת , ולכן 75*37 2000 2775 4775 6725cost = + = + = <.  
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)  וכי שאר הפרמטריםאינסופיי מספר הקווים במוקד הוא בשאלות הבאות הניחו כ , , , )Nλ μ θדהיינו ( נותרו ללא שינוי ,

  .)שניהאינטרוול כפי שהם מופיעים ב

  

  ?50% בכמה מוקדנים יש לאייש את המערכת על מנת להבטיח כי אחוז הממתינים יהיה בקירוב  3.1.6

  

  

  :  תשובה

  

μ  שבו  Erlang-Aזהו מודל  θ= ,על מנת להבטיח , ולכן לפי פונקצית גרנט{ 0} 0.5P Wait >  - נאייש את המוקד ב=

1000 34
30

N R ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎢ ⎥
)   שרתים )0=β.  

  

  

  

 -יש לאייש את המערכת ב,  בקירוב30%  של  נמצא כי על מנת להבטיח אחוז ממתינים4CallCenter  בעזרת תוכנת 3.1.7

  . שניות13 בתור הוא ממוצע זמן ההמתנה שרתים וכי תחת רמת איוש זו 31

חשבו בקירוב את ממוצע ?  תבטיח את אותו אחוז הממתיניםמהי רמת האיוש ש. 4הניחו כעת כי מספר המופעים גדל פי 

  .זמן ההמתנה במקרה זה

  

  :תשובה

  

  :רמת האיוש

31 33.33 0.4
33.33

4 0.4 4 128new new new

N R
R

N R R R R

β

β

− −
= = = −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

  

  

  

) : ממוצע זמן ההמתנה )QED  

13( ) 6.5sec
4qE W = =    
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   .2חלק 

  

)//( Erlang-Aהשאלות הבאות נשאלות במסגרת מודל  MNMM +.   

  :בעזרת פילוח הלקוחות באופן הבא, בפירוט,  ניתן לתארהתפעוליתאת רמת השירות 

  

 ,                                    )שורתו מהר (גבוההברמה לקוחות שקיבלו שירות  .1

                             ,)חיכו הרבה ונטשו (ברמה נמוכהלקוחות שקיבלו שירות  .2

                                                         ,ברמה סבירהלקוחות שקיבלו שירות  .3

                                                         .אינה ברורהלקוחות שרמת שירותם  .4
  

  , כך למשל". הלקוח נטש" את המאורע Ab -וב, " הלקוח שורת "–אורע  את המSr-ב,  זמן ההמתנה את qW -נסמן ב

};{ 1 SrTWq   . יחידות זמן1T-לאחר שחיכה פחות מ) לא נטש( מתאר את המאורע שלקוח שורת >

 

qWSrAbבשפה של ,  מדויקרתנו תיאו 3.2.1   :ל"עת סוגי הלקוחות הנ ארבלאחוז, ,,

  

   :תשובה

  

)___ ________:   שירות ברמה גבוהה .1 ; )qP W T Sr≤________________ 

  

 

)_____  _______:שירות ברמה סבירה .2 ; )qP W T Sr>________________ 

  

  

)_____________:   שירות ברמה נמוכה .3 ; )qP W Abε>______________ 

  

 

)_  __________:שירות ברמה לא ברורה .4 ; )qP W Abε≤_______________ 
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 ?כיצד מחשבים את אחוז הנוטשים , 3.2.1  בעזרת המדדים מסעיף 3.2.2
  

    :תשובה

  

  

( ) ( ; ) ( ; )q qP Ab P W Ab P W Abε ε= > + ≤  

  

  

  

  

 

בעזרת הפלט חשבו את ערכם המספרי של המדדים . sCallCenter4נתון פלט של תוכנת שבעמוד הבא  בטבלה 3.2.3

  :3.2.1מסעיף 

  

  

  :תשובה

  

  62.6%         : שירות ברמה גבוהה .1
  

  

      21.5%=84.1-62.6 :שירות ברמה סבירה .2
  

  

        11%=15.9-4.9  :שירות ברמה נמוכה .3

  

  

 4.9%       :שירות ברמה לא ברורה .4
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  .3חלק 

עבור כל , ידי תחזיות של תהליך ההגעות וקצבי השירות חושב-על.  שעות ביום10 במשך פתוח למתן שירות טלפוני מוקד

נסמן את רמות האיוש האופטימליות  .ידי מנהלת המוקד-המשיג רמת שירות שנקבעה מראש על  האיוש האופטימלי,שעה

1 -ב 10,..,N N.  

,  שעות7 שאורכה למשמרתכל מוקדן מוזמן :  להזמין מוקדנים רק לשעה מסוימתלא ניתן ש היא המוקדבעיית מנהלת

 10על המנהלת לכסות את . jC  - ית  ב - j  -נסמן עלות  מוקדן במשמרת ה.  שעות עבודה3 לאחר שעת הפסקהכולל 

  .שעות פעילות המוקד

 וכפי שנלמד , ל" תחת האילוצים הנלמשמרתאת רמת האיוש האופטימלית הינכם מתבקשים לעזור למנהלת לקבוע 

  .  בכיתה

⎡ הגדירו מטריצה 3.3.1 ⎤= ⎣ ⎦ijA a א הגדירו את אברי המטריצה "ז(המתארת את המשמרות האפשריותija .(  

  :תשובה         

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
i; interval during available is j schedule  toaccording working

otherwise.
agentan  if

,0
,1

ija  

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
      

  וזאת , שפתרונה נותן איוש אופטימלי למשמרת עבור כל המשמרות האפשריות,  תכנות בשלמיםת  נסחו בעיי3.3.2

  .          במטרה להביא למינימום את עלויות האיוש של המוקד

  :תשובה

  .j - מספר המוקדנים במשמרת ה- jX:  משתנה ההחלטה
4

1

4

1

min

. .

1, 2,...,10

0

j j
j

ij j i
j

j

C X

s t

a X N i

X integer

=

=

≥ =

≥

∑

∑
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  ) נקודות8  (תיאוריה  4שאלה 

  

  .אמידה מוטה .  1חלק 

) מ"מ(ומתוארים על ידי משתנה מקרי , התפלגות-שווי, תלויים-מופעים של אוטובוסים לתחנה הם בלתי-נניח שזמנים בין

S  .מ "נניח שלמS סופית יש תוחלת )(SE 2 סופית  ושונות( )Sσ  .בכתה הראינו שעבור נוסע המופיע באקראי לתחנה ,

  : מרגע מופע הנוסע עד רגע מופע האוטובוס הבא הוא בעל תוחלתeSהזמן 

)](1[)(2
1)( 2 SCSESE e +⋅=  

  ").זמן שארית השירות"  נקרא גם eS,  בהקשרים של שירות.  (Sמ "  הוא מקדם ההשתנות של המSC)(כאשר  

  

)(  - המתוארת על ידי הנוסחה להתופעההסבירו בקיצור את    4.1 eSE)   תוך שימוש , ")אמידה מוטה"אותה כינינו

  .הממחיש אותה) התפלגות מיוחדת(במקרה פרטי 

  

  

  : תשובה

 
. גורמת להטיה לטובת אינטרוולי זמן ארוכים, י בחירה של נקודת זמן בו"דגימה של אינטרוול זמן ע: התופעה  

נניח עם ממוצע , )exp(המתפלגים מעריכית , כאשר האינטרוולים הם זמנים בין מופעיים של אוטובוסים: לדוגמא
1
μ

 ,

 גם הוא eSממוצע 
1
μ

  הוא רק eS  שיקול נאיבי היה צופה כי הממוצע של ;)על סמך חוסר זיכרון, מיידית (
1 1
2 μ
⋅.  

 
 

  
  

||∞.  2חלק  GM t  

||∞במערכת שירות   GM t ,ע  המופע הוא פואסוני לא הומוגני בזמן עם קצב מופ{ ( ), 0}t tλ  הם Sשירות הומשכי , ≤

 ממוצע R(t)  ויהי t בזמן   מספר האנשים במערכת אתL(t)  -נסמן ב. ובלתי תלויים במופע, שווי התפלגות, תלויים-בלתי

)()(:  מספרם tELtR =.  

  :ים הבאיםהביטוימשני ה נתון על ידי כל אחד tR)(-ניתן להראות ש

( ) ( ) ( ) ( ( ))
t

e
t S

R t E u du E S E t Sλ λ
−

⎛ ⎞
= = ⋅ −∫⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  .ל במקרה פרטי של משך שירות דטרמיניסטי" להוכיח את הנוסחאות הנ4.2.1-4.2.2מטרת שני הסעיפים 
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,   למקרה זהtR)(הוכיחו את השוויון בין שתי ההצגות של  .  D  :D=S  דטרמיניסטי הוא Sנניח שמשך השירות   4.2.1

  :א"ז

( ) ( ( ))
t

e
t D

u du D E t Sλ λ
−

= ⋅ −∫  

  .D דטרמיניסטי  S - הוא זמן שארית השירות המתאים לeSכאשר 

  

  

  :תשובה

eS מתפלג אחיד על [0,D]   .(0, )
d

eS U D≡.  

  

( )
0 0

1( ) ( ) ( ) ( )
D D t

e u t x
t D

RHS D E t S D t x dx t x dx u du LHS
D

λ λ λ λ
= −

−

= ⋅ − = ⋅ ⋅ − = − = =∫ ∫ ∫  

  

  

  

  

  

  

  :הוכיחו שמתקיים  4.2.2

( ) ( )
t

t D
R t u duλ

−
= ∫  

  

:                                  רמז
0 0

( ) ( ) ( )
t t t D

t D
u du u du u duλ λ λ

−

−
= −∫ ∫ ∫  

  

  

  :תשובה

 
)אזי  .  t מספר המופעים המצטבר עד זמן =  A(t)נסמן  ) ( ) ( )L t A t A t D= −   נמצאים במערכת כל המופעיםt כי בזמן ,−

)באינטרוול הזמן  , ]t D t− .  

, בנוסף
0

( ) ( )
td

A t Poisson u duλ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
  ולכן  , ∫

( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t t D t

t D

R t E L t u du u du u duλ λ λ
−

−

= = − =∫ ∫ ∫ 
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  .עומס מוצע .  3חלק 

כאשר המופע  , t למערכת שירות בזמן  (Offered Load)   העומס המוצעל משמש כהגדרת"  הנR(t) -בכתה הוסבר ש

  .Erlang)  -  נמדד בR(t),  כזכור.  (ל"הנ 2אליה ומשכי השירות בה הם כמתואר בחלק 

  

  :ם חלקו לשלושה חלקיםכאת הסבר.  הגדרה מתאימההסבירו בקצרה מדוע אכן ה  4.3

  

)  קצב קבוע של מופע פואסוני בהמקרה הפרטי  4.3.1 ( ) )tλ λ= :  מהוR(t)  ומדוע הגדרתו מתאימהבמקרה זה ?  

  

  :תשובה

  

)במקרה זה   ) ( )R t E S Rλ= ⋅   ! t -אינו תלוי ב, ≡

λ = כל מופע מביא עימו בממוצע . מספר ממוצע של מופעים ליחידת זמן( )E Sהנמדדת ביחידות זמן,  יחידות עבודה-

  .ביחידות זמן שירותכאשר עבודה נמדדת , כמות העבודה המגיעה למערכת ליחידת זמן = Rלכן . שירות

  

  

  

  איננה מתאימה4.3.1מדוע ההגדרה מסעיף :  שעות6שבו משך השהיה הממוצע ,  בבית חולים של חדר מיוןדוגמא  4.3.2

  ?למקרה שכזה

  

  :תשובה

  

ואם , t  לפניבמערכת כוללת עבודה שהגיעה זמן רב יחסית  t  כמות העבודה בזמן,  מקבל ערכים יחסית גדוליםSכאשר 

  .t   זמן רב יכול להיות שונה בהרבה מקצב המופע בזמןקצב מופע העבודה לפני, כמו בחדר מיון, קצב המופע משתנה

  

  

  ? אכן מתאימהל"הנ 2 בחלק R(t) מדוע הגדרת :המקרה הכללי  4.3.3

  

  :תשובה

  

 מספר  לחילופיןאו, עבודה נמדדת ביחידות זמן שירותt; כמות העבודה הנמצאת במערכת בזמן  = R(t),  4.3.2 -בהמשך ל

)לכן . השרת הנדרשות לטיפול-יחידות זמן )( ) ( )R t E L t=.  

)הביטוי   ) ( )
t

t S
E u du R tλ

−

⎛ ⎞
=∫⎜ ⎟

⎝ ⎠
בקצב ,  כוללת עבודה שהגיעה לפני כןt ממחיש יפה את העובדה שכמות העבודה בזמן 

)תלוי זמן  )tλ.  
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 דהיינו כיצד מוכיחים ,כללי S ל למקרה של"הנ 4.2.1 - את המקרה הדטרמיניסטי בלהרחיבהסבירו כיצד ניתן   4.4

  :שאכן

( ) ( ) ( ( ))
t

e
t S

E u du E S E t Sλ λ
−

⎛ ⎞
= ⋅ −∫⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

מ "מ( של ערכים סופיעל ידי משתנה מקרי המקבל מספר , בדיוק רב כרצונכם, ניתן לקרב כל משתנה מקרי:  רמז

  ).דיסקרטי

  :תשובה

.נניח   .i iS D w p p=  ,    מ דיסקרטי"מ .  

.,   על סמך עמידה מוטה .
( )
i i

e i
p DS U w p
E S

,0)כאשר    ,  = )
d

i iU U D= .    

  ,לכן

  

( )

( ) ( )

4.2.1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

i i
i i

t t

i i i i ipi i it D t D

i i
i e

i

LHS p u du u du D E t U

p DE S E t U E S E t S RHS
E S

λ λ
λ λ λ

λ λ

= ⋅
− −

= = = − =

= − = − =

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑

  

  

  

  :שמתקיים) על ידי שינוי משתני אינטגרציה בלבד(ניתן להראות   4.5

( ) ( )[1 ( )]
t t

t S
E u du u G t u duλ λ

− −∞

⎛ ⎞
= − −∫ ∫⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  :ליחסו לב שימ.  S היא פונקצית ההתפלגות של משך השירות G⋅)(כאשר   

1 ( ) { }G t u P S t u− − = > −  

 הוא אכן R(t)  -א תנו הסבר מדויק יותר לעובדה ש"ז, 4.3.3 את הסברכם בסעיף לחדדהיעזרו בעובדות אלו כדי 

  .tבזמן (Offered Load)  לעומס המוצע ההגדרה המתאימה

  

  :תשובה

  

1 .( )uλ =  קצב המופע בזמןu . לכן( )u duλ≈ ממוצע מספר המופעים במשך  ( , )u u du+.  

2 .1 ( )G t u− t שעדיין נמצאים במערכת בזמן uהמופעים בזמן  = % − u>.  

3 .[ ] [ ]( ) 1 ( )u du G t uλ≈ ⋅ − )רחשו במשך שמקורה במופעים שהת, t  כמות העבודה במערכת בזמן − , )u u du+.  

4 .( )[1 ( )]
t

u G t u duλ
−∞

−   . t  ,t>0כמות העבודה במערכת בזמן    =  ∫−


