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    פרופסור אבישי מנדלבאום  :ה מרצ

        גנדי שייחט : מתרגל

    

      26.02.2006  :תאריך הבחינה

  ______________________תלמיד ' מס

  

 ___________________________________________שם 
  

  096324 - הנדסת מערכות שירות

  פתרון -    2006 ו" תשסחורף סמסטר - 'אמועד 
  

 .באחריותך להחזירו במועד.  המבחן נמשך שלוש שעות -

  .וללא מחשבון, המבחן בחומר סגור - 

 .כולל עמוד זה, עמודים 27 המבחן כולל -

  .בכתב ברור בבקשה, מלאו את הפרטים הנדרשים בראש העמוד -

  .מלל מיותר יגרע ניקוד: שאמורים להספיק, על התשובות יש לענות במקומות המיועדים -

  . התבקשתם במפורש לעשות זאתרק אםש לתת הסברים או הוכחות י -

  

          בבית חולים) שירות תפעוליתרמת(זמינות     נקודות 8    מתוך ______     1שאלה   :ניקוד

     מודלים אמפיריים , Little נוסחת    נקודות 15    מתוך ______    2שאלה   

 ) Hazard Rates (פונקצית קצב הסיכון    נקודות  15  מתוך   ______   3שאלה               

            4CallCenters,  מערכות תורים  נקודות 10    מתוך  ______   4שאלה   

  תחומים תפעוליים, מדידות    נקודות 10    מתוך ______    5שאלה              

         וכסטיים במערכות תוריםמודלים סט   נקודות  10מתוך    ______    6שאלה             

        נוזלים   של מודלים       נקודות10  מתוך ______     7שאלה             

   M/G/1     נקודות  7    מתוך    ______  8  שאלה            

    איוש אופטימלי, Erlang-A ,QED     נקודות15  מתוך     ______  9  שאלה            

  

   נקודות100מתוך    _____      כ" ס ה   
  !ב ה צ ל ח ה 

 הטכניון - מכון טכנולוגי לישראל הפקולטה להנדסת תעשייה וניהול
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 4 הגיעו בדיוק  [10:00 ,08:00]ידוע כי באינטרוול , נניח שבמקום המידע המפורש בטבלה 2.4

 וכולם סיימו את שירותם 2.2אורך התור הממוצע היה כאורך התור הממוצע מסעיף , לקוחות

את זמן השהיה ? האם די בנתונים אלו כדי לחשב את זמן ההמתנה הממוצע. 10:00עד השעה 

  ?שירות+המתנה(הממוצע במערכת 

  

  :תשובה

  

):   זמן המתנה ממוצע ) 4*2 / 3qE W =    

חסר נתון על אורך שירות , את זמן השהיה הממוצע לא ניתן לחשב על סמך נתונים אלו בלבד

  .ממוצע



time t (min) 



 6

 ) נקודותHazard Rates(  )15 (פונקצית קצב הסיכון  :3 שאלה

של  מתפלג כמו סכום X, נודהי. כדלהלןר אות שמפי המפולגים כY- וXנתונים שני משתנים מקריים  

 Y, ½בסיכוי :  באופן הבא ג מתפלYואילו , λמ אקספוננציאלים בלתי תלויים עם פרמטר "שני מ

  .2λ  מתפלג אקספוננציאלית עם פרמטרY, ½ ובסיכוי 1λמתפלג אקספוננציאלית עם פרמטר 

 

  

  
 :תנו שמות מדויקים ככל האפשר להתפלגויות אלו 3.1

  
  : תשובה     

  

                   X2,(    מתפלג( λErlang                        
  
  
  

                   Yמתפלג                 onentialHyper exp  
  
  

  -ה ( קצב הסיכוןפונקצית , Zh-תנו הגדרה ל, Zfעם פונקצית צפיפות שלילי -אי Zעבור משתנה מקרי  3.2
hazard rate (  שלZ. הביעו את תשובתכם בעזרת Zfבלבד . 

  
               : תשובה     
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λ, 11=1עבור הפרמטרים 3.4 =λ ,3/12 =λ ,באינסוף(את ההתנהגות הגבולית בקצרה רו א ת( 

 . הסבירו בקצרה .∞←tכאשר   מתכנסים הגרפיםלאיזה ערךא "ז, B- וA של הגרפים
  

  :תשובה
  

1)(lim =
∞→

thXt  

  
  

  :הסבר
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  :תשובה
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 עם חיוביו רציף Z משתנה מקרישל  ) מדידות(  ריאליזציות Nנתונות . )hazard rate -אמידת ה( 3.5

 .              על סמך מדידות אלוZ  שלhazard rate -וד את הממטרה היא לאה. התפלגות לא ידועה

]0,[אינטרוול שייכות ל דותימדנניח שכל ה T .0,[ קטענחלק את ה[ Tאינטרוולים קטנים  ל

 :נגדיר)   j , ),...2,1=j ועבור כל אינטרוול קטן , כל אחד∆באורך 

  

♦ jd -שנפלו באינטרוולמדידות מספר ה  j , 
♦ 1−jr - מתוך המדידותכ "סה N , 1 -ל  שייכותשלא−j00 ( האינטרוולים הקודמים =r(.   

  
  .  קטן נשארת קבועה בכל אינטרוולZ נניח כי הצפיפות של פשטות       ל

 . j באינטרוול Zשל  ) functionsurvival( תנו אמד לפונקצית ההישרדות  3.5.1
  
  

  : תשובה            
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 . j באינטרוול Zתנו אמד לצפיפות של  3.5.2

  
  : תשובה            
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]0,[כפונקציה על האינטרוול , Z של hazard rate -תנו אמד לפונקצית  ה 3.5.3 T .  
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 )נקודות CallCenters4) 10,  מערכות תורים  :4שאלה 

 .  )sCallCenter4) CC4התוכנה י " עשנוצרולפניכם שני גרפים 

Average Speed of Answer vs. Calls per Interval
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  .  המצורפות בעמוד הבאCC4 שלגרפים נלקחו משתי הטבלאות ב הנתונים

שהם כפי ,  MM//150/100 - וMM//100של שתי המערכות שוני והדמיון  את הסבירוה 4.1

 :גרפים והטבלאותבאים לידי ביטוי ב
   

 .עומסים נמוכיםהתנהגות דומה ב 4.1.1

  . זניחהblocking- ההשפעה של ה, כאשר העומס נמוך  :הסבר

         

  

 . בעומסים גבוהיםמאוד התנהגות שונה  4.1.2

NMMמערכת , 1- כאשר העומס מגיע ל :הסבר ואילו מערכת ,  מתפוצצת//

KNMM   . זמן ההמתנה שם תמיד יהיה חסום, אינסוףלגדול עד  לא יכולה ///
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 .CC4-מנוספת לפניכם טבלה  4.2

  

 
 

 . את תשובתכםסבירוה.  הטבלהמתאימההמערכות הבאות ממערכת  לאיזו 

  

NMM  .א //  )CErlang −(  

MNMM  .ב +//)  AErlang −( 

NNMM  .ג /// ) 
BErlang −

(         
⇒

   

KNMMKN  .ד ///,< 

  

  : תשובה         

  

  :הסבר          

      



 13

  
  
  
  

KNMM במודל ת השרתיםונציל מתאר לפניכם שני גרפים כך שאחד מהם  4.3   כתלות במספר ///

  .יתר הפרמטרים אינם משתנים). trunks(הקווים 

  
   

Graph A
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Graph B
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  מקו בקצרהנ. הוא נכוןאיזה גרף , ציינו
  
  
  
  

  ._____________Aגרף ________  הוא ת השרתיםנצילו מתאר אתש הגרף
  

  :הסבר
  

)1)((   גוררזה – ו קטנה blockP)( אזי –גדל  Kכאשר  blockP
N

−=
µ
λρ גדלה  !!!  
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Charlotte – Center 

Time 
Recvd Answ Abn % ASA AHT Occ % On 

Prod%

On 

Prod 

FTE 

R 

0 20,577 19,860 3.5% 30 307 95.1% 85.4% 222.7  

8:00 332 308 7.2% 27 302 87.1% 79.5% 59.3 55.70

8:30 653 615 5.8% 58 293 96.1% 81.1% 104.1 106.29

9:00 866 796 8.1% 63 308 97.1% 84.7% 140.4 148.18

9:30 1,152 1,138 1.2% 2l8 303 90.8% 81.6% 211.1 193.92

10:00 1,330 1.286 3.3% 22 307 98.4% 84.3% 223.1 226.84

10:30 1,364 1,338 1.9% 33 296 99.0% 84.1% 222.5 224.30

11:00 1,380 1,280 7.2% 34 306 98.2% 84.0% 222.0 234.60

11:30 1,272 1,247 2.0% 44 298 94.6% 82.8% 218.0 210.59

12:00 1,179 1,177 0.2% 1 306 91.6% 88.6% 218.3 200.43

12:30 1,174 1,160 1.2% 10 302 95.5% 93.6% 203.8 196.97

13:00 1,018 999 1.9% 9 314 95.4% 91.2% 182.9 177.58

13:30 1,061 961 9.4% 67 306 100.0% 88.9% 163.4 180.37

14:00 1,173 1,082 7.8% 78 313 99.5% 85.7% 188.9 203.97

14:30 1,212 1,179 2.7% 23 304 96.6% 86.0% 206.1 204.69

15:00 1,137 1,122 1.3% 15 320 96.9% 83.5% 205.8 202.13

15:30 1,169 1,137 2.7% 17 311 97.1% 84.6% 202.2 201.98

16:00 1,107 1,059 4.3% 46 315 99.2% 79.4% 187.1 193.73

16:30 914 892 2.4% 22 307 95.2% 81.8% 160.0 155.89

17:00 615 615 0.0% 2 328 83.0% 93.6% 135.0 112.07

17:30 420 420 0.0% 0 328 73.8% 95.4% 103.5 76.53

18:00 49 49 0.0% 14 180 84.2% 89.1% 5.8 4.90
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 K  הסף  בערך של-  ממוצע מספר הלקוחות במערכת-  Lנתבונן בגרף המתאר את התלות של  6.2

 . Rעבור ערכים שונים של 

  

  

 ? K=0 כאשר Lכיצד ניתן להסביר את הערכים של  6.2.1

 מפולג פואסונית עם פרמטר µ - וλ עם פרמטרים MM//∞מספר האנשים במערכת : רמז             
µ
λ

=R.   

 : תשובה              

RRPoissE =))((
  

  

 

 ?  גדלK כאשר L של)  עליה-דהינו(כיצד ניתן להסביר את ההתנהגות הגבולית  R≤1עבור  6.2.2
  

 :תשובה

µλהיא מתפוצצת אם  וMM//1הופכת להיות  המערכת – גדל לאינסוך K כאשר ≥ .    

  ! גדלL אזי

      

  

  



 19

  

 ?  גדלK כאשר L כיצד ניתן להסביר את ההתנהגות הגבולית של , R>1עבור  6.2.3

) 0 כולל ערך (רי טמפולג גיאומ µ - וλעם פרמטרים  MM//1מספר האנשים במערכת : רמז             

  . R−1עם פרמטר 

  

 : תשובה              
  

R
RRGeomE

zerowith −
=

1
))((  
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  )  נקודות10 ( מודלים של נוזלים: 7שאלה 

  :המתוארת בציור הבא, Vנתונה מערכת תורים בארכיטקטורת 

  

 :י"הפרמטרים של מודל המערכת נתונים ע

♦ 1λ)( 2λ - 2 (1 קצבי מופע לקוחות מסוג(, 

♦ 1µ )( 2µ- 2 (1 קצבי שירות לקוחות מסוג(, 

♦ N -בתחנה מספר השרתים  

 

  לקוח הפסיק שירות של בכל רגע לניתןא "ז, preemptiveהמערכת פועלת לפי מדיניות שהיא  

 הינההמדיניות ,  בנוסף.לקוחות מהמערכת" רוקלז"אבל אסור , מהסוג שלו ולהחזירו להמתנה בתור

conservingwork,שבו  מצב לא ייתכןא "ז( ,השרתים נותנים שירות כאשר יש לקוחות בתור,  דהינו

 . ) לקוחות הממתינים בתור גםישבעת ובעונה אחת יש שרתים פנויים ו
  

  :יםנגדיר את המשתנים הבא, ל"הנ למערכת מודל נוזליםלצורך בנית 

)(1 tX =  בזמן , )בשירות או בתור( במערכת 1לקוחות מסוג הכ מספר "סהt≤0 .  

)(2 tX=  בזמן ,  )בשירות או בתור( במערכת 2לקוחות מסוג הכ מספר " סהt≤0 .  

  

  

  

N

2λ1λ
 

2µ1µ
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1)(כתבו משוואה דיפרנציאלית עבור   7.1 tX2)( - ו tX , t≤0 ,התחנה נותנת תחת ההנחה ש

  .1עדיפות ללקוחות מסוג 

 
  :תשובה        

        )(
)(

111
1 NX
dt
tdX

∧−= µλ  

  

 

))((
)(

1222
2 +−∧−= XNX
dt
tdX

µλ  

 
  

N, )(1 -השתמשו ב (. t בזמן בתורממתינים הכולל של הכתבו ביטוי למספר  7.2 tX2)( - ו tX( 

  

  :תשובה        

  

+−+ ))()(( 21 NtXtX  

  

 

 תורים שוויםנגדיר מדיניות חדשה ששומרת על , 1ללקוחות מסוג ל "הנכאלטרנטיבה לעדיפות  7.3

הממתינים  למספר שווה 1מסוג בתור  הממתינים מספר,  t≤0בכל רגע , א"ז. בשני הסוגים

 .  2של סוג בתור 

1)(כתבו משוואה דיפרנציאלית עבור   7.3.1 tX2)( - ו tX  אלטרנטיבית זומדיניות תחת. 

  

  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−= +NXXX

dt
tdX

21111
1

2
1)(

µλ
  

  

  

  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−= +NXXX

dt
tdX

21222
2

2
1)(

µλ
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 2X - ו1X  אך בתנאים מסויימים על ,  תמיד ניתן לממש את המדיניות של תורים שוויםלא 7.3.2

 . ניתן לממשה

  .המבטיחים שניתן לממשה, 2X-ו1Xציינו תנאים על 

  ..  להראות שלא תמיד ניתנת המדיניות למימושדוגמא נגדית, בנוסף ,תנו

             

 .N - ו1X,2X רק נדרשים כדי לענות על השאלה :רמז              

  :תשובה              

( )+−+≥∧ NXXXX 2121 2
1
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 )נקודות  G/ M  )7/1   :8שאלה 
 

    First Come First Serve העובדת לפי שיטה GM//1נתונה מערכת שירות הניתנת למידול בעזרת רשת תורים 
  

נגדיר כרגיל . λנניח כי כל הלקוחות זהים סטטיסטית ומגיעים למערכת במופע פואסוני עם קצב  8.1

)(SE⋅= λρ .  אילו ערכים שלρמבטיחים סטביליות של המערכת     . 

  :   תשובה       
  
  

1<ρ  
  
  
  

)k  ,),..,2,1כאשר סוג ,  סוגים של לקוחותKכעת נניח כי למערכת מגיעים  8.2 Kk מגיע במופע , =

 .km עם ממוצע זמן שירות kλפואסוני עם קצב 

kkk נגדיר         m λρ =   

Kρρρ -ו         ++= ...1 .  

 .ו תשובתכםהסביר? התנאי לסטביליות של המערכתאת עתה  ציינו 8.1על סמך סעיף         
  

   :תשובה       
  

1<ρ  
  

   :הסבר       
  
  

בהסתברות אך כאשר , GM//1חדשה כמו על עדיין ניתן להסתכל על המערכת 
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  )   נקודות51 ( איוש אופטימלי, A-Erlang  ,QED: 9שאלה 

  

 3  שלהמערכת מאופיינת על ידי ממוצע משך שירות.   M/M/N+M (Erlang-A)נתונה מערכת תורים

כל לקוח שמקבל .   לקוחות לשעה2,000וקצב מופע של ,  דקות3 אוהגם שממוצע סבלנות , דקות

 . 1₪ודקת עבודה של שרת יחיד עולה  ₪  5שירות מביא למערכת רווח ממוצע של 

 sCallCenter4עזרת התוכנה שנוצר ב, י שימוש בגרף הבא''ע.  N=60נניח כי מספר השרתים  9.1

  .  שבו את הרווח הממוצע של המערכת לשעהח, ל"ומתאים למערכת הנ

  
  :תשובה           
  

,2  רווח של המערכת  שווה ל 000 5 (1 { }) 60P Ab N⋅ ⋅ − − ⋅.    

 .  40%הסתברות נטישה היא 

6,000 - 3,600  = 2,400.    2,000*5*(1-0.4)-60*60 = 
  
  
  
  
  

  .במערכתחשבו את זמן ההמתנה הממוצע של לקוחות , 9.1בהמשך לסעיף  9.2
  
  
  :תשובה            

 
 

1/3θקצב  נטישה    }  Erlang-Aבתור  .  = } [ ]P Ab E Wθ=   לכן , ⋅

[ ] 0.4 /(1/3) 1.2minE W = =  
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 וכל יתר הפרמטרים נשארים ללא בממוצע דקות 5- ל3-נניח שסבלנות הלקוחות עלתה מ  9.3

  .נמקו בקצרה?  לא ישתנה/ירד/ האם רווח המערכת יעלה.שינוי

  
  :תשובה            

  .הרווח  של המערכת יעלה משום שהסתברות נטישה ירד
  
  
  
  

ולכן  ,הקלה בעומסמה שגורם ל ( דרסטי לדקה אחתאופןממוצע ירד בהשירות הנניח  שזמן   9.4

. )ורם ליותר נטישותמה שג (סבלנות ירדה לדקה אחת בממוצעהאולם גם , )פחות נטישותל

  .נמקו בקצרה?  לא ישתנה/ירד/האם הרווח  של המערכת יעלה

  
  :תשובה            

  
    יהי שווה ל ρ Offered load per server. הרווח  של המערכת יעלה

2,000 / 60 55.6%
60 1N

λρ
µ

= = =
⋅

  

  .אחוז  הנטישות יהי זניח, במערכת גדול עם הנצילות נמוכה כל כך
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NMMבכתה למדנו כיצד לאייש אופטימלית מודל  //) CErlang בהינתן עלויות המתנה , )−

 λ ,µי"נתונים ע Erlang-Aשירות ונטישה במערכת , הגעההקצבי נניח ש, באנלוגיה. יםומשכורות שרת

רווח את ההמביאה ( N* האיוש האופטימליתניתן לחשב את רמת  כאן  גםאזי.  בהתאמהθ-ו

  :ש הבאכלל השורבעזרת  )למקסימום

       * *( )N R r Rβ≈ +,  

  

R                                                       כרגיל כאשר
שירותקצב
הגעהקצב

==
µ
λ

     

  

  י "הנתונה ע rהוא פונקציה של המנה  β* (service grade)פרמטר רמת השירות ו

r
לדקהמשכורת

בודדמשירותהרווח
==

minuteper server per cost  staffing
callper  revenue

  

   

חשבו את רמת האיוש האופטימלית 9.5
*N השתמשו בגרף .  לת השאלהיתחב תחת ההנחות

 .ותחת הנחות אל  r - וβ*מתאר את הקשר בין ההבא 
  

  :תשובה            
 

5r *לכו מהגרף , = 0.25β ≈ −  .Offered load R=2,000/20=100    

* 100 0.25 100 98N = − ≈.  
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 ?  רמת האיוש האופטימליתעתה מה תהיה .   2₪ - ירד לשירות בודדממוצע להרווח הנניח ש  9.6
  . אין צורך בחישובים כדי לענות על שאלה זו: רמז        

   :תשובה            
  
  

  * 0N   .לה מרווח לשירות אחדיותר גדו)  ₪ 3(עלות שירות של לקוח .  =
  
  
  
  
  

כל .   5₪אולם כל נטישה מביאה לחברה הפסד של ,  שלקוחות לא מביאים שום רווחעתה נניח 9.7

 .  לת השאלה נשארות תקפותיחרות  מתחההנחות הא

  . המביאה את עלות תפעול המערכת למינימוםN*חשבו את רמת האיוש      

  
 :תשובה            

   

 

60זער אנו צריכים למ   2,000 5 { }N P Ab⋅ + ⋅  וקודם  היינו צריכים להביא למקסימום  את ⋅

2, 000 5 (1 { }) 60P Ab N⋅ ⋅ − − שתי בעיות הן שקולות ולכן .  ⋅
* 98N  .5 כמו בסעיף =

 

 
  

 

 חושב תחת הנחה שממוצע משך השירות וממוצע משך הסבלנות שווים 9.5הגרף בסעיף  9.8

הסבירו ?  דקות9-ם ממוצע משך הסבלנות יעלה לכיצד ישתנה הגרף א.  דקות3- לשניהם

 . בקצרה
  

 :תשובה            
  




