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   קודות) 12( תרגילי כיתה/הרצאות/מבחים קודמים -  1שאלה 

  ותחזיות שירות. מופעים למערכת 1חלק 

מופעים למוקד שירות טלפוי בארץ, בימים שוים של  הגרפים בעמוד הבא מתארים 1.1.1

את מספר מופעים זה ביחס לממוצעו  מתאר 2גרף , מופעים לחצי שעה מתאר מספר 1גרף השבוע: 

מודל מתמטי  , באיזהבזמן פואסון לא הומוגיהיומי (באחוזים). בהחה שהמופע למוקד הוא 

), צב המופעלק )tλ,  ,אותו?  חוזיםשיטות הייתם  לוובאיהייתם ממליצים להשתמש 

 

  תשובה:

)%או ממליצים על שימוש במודל  ) ( )t C tλ λ=  כאשר המ"מC  ו מספר המופעים ביום מסויםהי

%והפוקציה  ( )tλ ה ,של המופעים הצורההיאעבור ימי חול, ימי שבת וימי ראשון. המשת  

ע"פ שיטות פשוטות כגון שיטת הממוצע הע:  Cאפשר לחזות את 

7, 14, 21, 28,
, 4

j k j k j k j k
j k

N N N N
F − − − −+ + +

=  

,: Most Recent Observationאו  7,j k j kF N −=  

  או ע"פ שיטות מתחום סדרות עתיות. 

%מצוא את יתן ל ,על פי "צורת" היום המתקבלת בגרף השי ( )tλ.בהתאם ליום המסוים בשבוע ,  

  

  

  

 

 

מופע למוקד שירות טלפוי בארה"ב.  לחזותשה יסיוות ומתוארים של) 5(בעמוד  3בגרף  1.1.2

.  הקודות מתארות את המספר האמיתי.  12:00התחזית היא למספר המופעים  החל משעה 

  ת הובעות מדוגמה זו.סכמו בקצרה את המסקות העיקריו

  

  : תשובה

) מאפשרים לשפר את איכות החיזוי בצורה משמעותית (ביחס 7:00-10:00תוים מהבוקר (

בבוקר  10לתחזיות ע"פ תוים עד יום קודם). אין הבדל משמעותי בין תחזיות על סמך תוים עד 

  מוסיפות איפורמציה. לא 10:00-12:00בצהריים. ז"א, השעות  12ותחזיות על סמך תוים עד 
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  1גרף 

 

 

  2גרף 
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בעמוד הבא מתואר קצב המופע של לקוחות שפו למוקד שירות טלפוי במהלך יום  4בגרף  1.1.3

 תחזיתבגרף מתארות את מספרי המופעים על פי איטרוולים של חמש דקות.   קודותמסוים.  

  . הקום מתוארת ע"י למספרי מופעים אלה שחושבה על סמך תוים מימים קודמי

-את מספר האיטרוולים של חמש דקות במהלך יום עבודה.   סמן ב -Kסמן ב
kN   את מספר

k, 1המופעים בפועל על פי איטרוול   k K≤ - ויח ש, ≥
kN  מתפלג לפי התפלגות פואסון עם

  . kλ לא ידועפרמטר 

 עבור רווח הסמך  רווח סמך צרבגרף או גם רואים שי סוגים של רווחי סמך.  או שתמש בשם 

אחד  רווח הסמך הרחב יותר (אפור כהה). עבור  רווח סמך רחב ובשם הצר יותר (אפור בהיר)

והשי מתאים למספרי המופעים בפועל   kλהאלה מתאים לקצבי המופע  מרווחי הסמך
kN. 

-ואיזה ל kλ-איזה רווח סמך מתאים ל
kN? .מקו את תשובתכם בקצרה  

  

  : תשובה

 -הרחב מתאים לורווח הסמך  kλ - רווח הסמך הצר מתאים ל 
kN .  

( )k kN Poisson λ∼
קטה יותר. באמידת kλולכן ההשתות של  

kN ו לאמוד גם אתעלי

  טרוול.וגם את הריאליזציה לכמות המופעים בפועל בכל איkλהפרמטר 

  

  

ידועים בוודאות.  איך ישתו במקרה  זה  רווחי הסמך?  סמו ע"י  kλיח שהפרמטרים   1.1.4

  הסבירו בקצרה את תשובתכם. עגול את התשובה הכוה.

 

  תשובה:

 רווחי הסמך לא ישתו. •

 רווחי הסמך הצרים והרחבים יהיו זהים זה לזה. •

 לם ורווח הסמך הרחב יהיה צר יותר.רווח הסמך הצר יע •

  לא ישתה.רווח הסמך  הצר יעלם ורווח הסמך  הרחב  •

  

  הסבר:

ידועים בוודאות אזי רווח הסמך לפרמטר הוא פשוט הערך של הפרמטר עצמו. kλאם הפרמטרים 

 עבוררווח הסמך 
kNן צורך לאמוד את הפרמטר של ההתפלגות, רק את יהיה כעת צר יותר כי אי

  הריאליזציה.
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  3גרף 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  4גרף 
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  ת סיכוןי. פוקצי2חלק 

, הגדירו את Xfת צפיפות יופוקצי XFת התפלגות יאי שלילי עם פוקצי Xעבור מ"מ  1.2.1

). הסבירו בקיצור ובמדויק את משמעות Xhת הסיכון יוקציפ )Xh t בזמן ,t   .כלשהו  

  

  :  תשובה

( )
( ) , 0

1 ( )
X

X
X

f t
h t t

F t
= ≥

−
  

  

):  הסבר ) { | }Xh t P X t X t⋅ ∆ ≈ ≤ + ∆ . כלומר, פרופורציואלי לסיכון הרגעי לחוות אירוע מיד <

  לא התרחש אירוע. tבהיתן שעד זמן  tאחרי זמן 

  

  

  

~: λמעריכי עם פרמטר  Xתון מ"מ  1.2.2 exp( )X λ ה ע"יתו צפיפותו .( ) , 0t
Xf t e tλλ −= ≥ .

  . תו הסבר איטואיטיבי קצר לתשובתכם.Xית הסיכון של יחשבו את פוקצ

  

: הוכחה
( )

( )
( )

t
X

X t

f t e
h t

P X t e

λ

λ
λ λ

−

−= = =
>

  ת הסיכון קבועה בזמן.י, ז"א פוקצי

  

  : תכות "חוסר הזיכרון" של משתה מקרי מעריכי.הסבר

  

  

  

  

  
  

  .0.033הסבירו מדוע הגרף מתחיל בערך בעמוד הבא מצורף דף מהתרגול.  1.2.3

  

  : תשובה

גם המשתה ) ו0.1השרות יסתיים מיד רק אם השרות יסתיים לאחר השלב הראשון (בהסתברות 

  .1/3*0.1. זה יקרה בהסתברות: 0 -השלב הראשון יקבל ערך קרוב ל המתאר את משךהמקרי 
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tלאיזה ערך שואף הגרף כאשר  1.2.4 →   ? הסבירו איטואיטיבית תשובתכם. ∞

  

  : תשובה

להיות בשלב השי הארוך יותר. . בהיתן ששרדו זמן רב, הסבירות היא גבוהה 0.2הגרף שואף לערך 

/exp(1התפלגות השלב השי הארוך היא  ית הסיכון של משתה מקרי מעריכי היא י, ופוקצ(5

  1.2.2, כפי שראיו בסעיף λקבועה ושווה לפרמטר ההתפלגות 
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  קודות) 21( תרגילי בית – 2אלה ש

  ות זמי שהיההתפלג -  1חלק 

ויהול פרויקט שתי בשיתוף פעולה עם מוקד טלפוי של בק  הבוצע בפקולטה לתעשיי 2007בשת 

ישראלי גדול. אחת ממטרות הפרויקט הייתה: חקר תהליך ביצוע שיחות מסוג שירות מסוים. על 

יות על ידי האזת לאפיין את תהליך השיחה ביחידת שירות זו, בוצעו מדידות ראשוה מ

למוקדים. לאחר יתוח השיחות, מצא כי יתן לחלק את השיחה לפאזות עיקריות (אלמטים). 

  אלמטים אלו מתאימים לכל השיחות בשירות הדון. 

  
  :אין צורך להתעמק בתיאור האלמטים ) האלמטים העיקריים המרכיבים שיחה (

 

אזי הזיהוי הוא אוטומאטי.  אם ללקוח יש קוד סודי והוא מקיש אותו במעה הקולי -הזדהות .1

אם הקוד לא הוקש, מתבקש הלקוח להזדהות מול  המוקדן ולעות על מספר שאלות לאימות 

 התוים.

שאלה של לקוח. לדוגמא הבהרה של מכתב שהתקבל מהבק, בירורים לגבי אופן  -שאלה .2

 התשלום, ריבית ועוד.

 בקשה של הלקוח. - בקשה .3

 שאלות הלקוח.ידי הבקאי ל- מתן הסבר על -הסבר .4

ידי הלקוח לבקאי, כדי לאפשר לבקאי לבצע פעולות - מסירת פרטים על -מסירת פרטים .5

 מסוימות, לדוגמא משלוח פקס עם פרטי הלקוח.

אם הבקאי לא מצא תשובה, יש באפשרותו לפות לבקאי ותיק יותר  -פייה לרפרט .6

 .את השיחה קוטעת(הרפרט) ולבקש ממו עזרה. הפייה לרפרט 

 מעבר על היסטוריה של הלקוח לצורך מציאת מידע. -חיפוש מידע .7

בקאים עובדים מול שלוש מערכות. על מת להתחיל את תהליך הטיפול  -העלאת מערכות .8

בלקוח, יש צורך לחכות ששלושת המערכות תעלה על מסך הבקאי. זמן המתה זה כלול 

 באלמט.

שלוח פקס ועוד. כמעט ואין ביצוע יירת הוראה למ -כתיבת הוראות במחשב כגון -יירת .9

 פיזית כגון שליחת מכתבים.

ידי בקאי, כוללת את כל הפעולות הדרשות מהבקאי, - ביצוע בקשת הלקוח על -בצוע בקשה .10

 לדוגמא שליחת מכתב, ביצוע שיויים ועוד.

 תיעוד השיחה במחשב. -סיכום .11
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רים (הסתברויות מעבר) בין האלמטים בעזרת תוי ההאזות, חושבו פרופורציות המעב

(המצבים). שרשרת מרקוב, כמתואר להלן, מהווה מודל לתהליך ביצוע האלמטים על ידי מוקדן 

  כלשהו, ממחלקת השירות שחקרה בפרויקט.

 

 
  
  

),,...,(יח שההתפלגות הסטציורית של השרשרת תוה על ידי  1110 ππππ = .  

אזות) בשיחה, בוצע חקר זמים לצורך אמידת ממוצע משכי לאחר הגדרת האלמטים (הפ

  האלמטים והתפלגותם.

  
  עבור כל אלמט התקבלו הממוצעים הבאים:

  

  
  
  
  
  
  

 ממוצע משך האלמט (שיות) תיאור אלמט מספר
 46 הזדהות  1
 120 שאלה  2
 44 בקשה  3
 180 הסבר  4
 64 מסירת פרטים  5
 260 פיה לרפרט  6
 20 חיפוש מידע  7
 46 העלאת מערכות  8
  61יירת  9

 20 ביצוע בקשה  10
 10  סיכום  11
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לצורך פתרון השאלות הבאות, יתן להיח שהתפלגויות משך כל אלמט הן מעריכיות עם תוחלות 

התוות בטבלה (המציאות לא רחוקה מהחה זו). בוסף, התברר ששיחות למוקדן מגיעות לפי 

  שיחות לשעה. אם מוקדן עסוק, השיחות עוברות למוקדן אחר.  12תהליך פואסון, בקצב של 

  
לאחר חקר הזמים, משתתפי הפרויקט הגיעו למסקה שאפשר לתאר את תהליך השיחות שמבצע 

},0{ידי תהליך קפיצה מרקובי -מוקדן על ≥= tXX t כאשר ,tX  ,טמתאר את המצב (אלמ

  .tמן  פאזה) של שיחה בז

  

את וקטור קצבי   q-המעבר שלו וב תאת מטריצה הסתברויו  ,-Pסמן בXעבור התק"מ  2.1.1

 עזיבה. השלימו את הערכים הבאים:

12 0

11 2

26 4

24 11

0.44 12

3600
0 30

120
3600

0.05 20
180
3600

0.95 360
10

p q

p q

p q

p q

= =

= = =

= = =

= = =

  

  
  

  כיצד מתפלג משך שיחה? תארו במדויק ככל שתוכלו. 2.1.2

  
  : תשובה

כך שהמעברים בין הפאזות מוגדרים בדיאגרמה  Phase Typeהשיחה מתפלג לפי התפלגות משך 

. זמי השהייה בכל הפאזות הם 0למצב  11שתוה בתחילת השאלה, וזאת ללא מעבר ממצב 

  מעריכיים עם התוחלות התוות בטבלה.
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  מהי תוחלת משך השיחה של לקוח שמתקשר עם "בקשה"? 2.1.3
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

), מהי ההסתברות שלא יבקר 8מוקדן מצא עכשיו בשלב של "העלאת מערכות" (אלמט אם  2.1.4

  ?("פיה לרפרט") עד סוף השיחה 6באלמט 

   

  : תשובה

( ) ( )( )
869565.0

95.075.01

1
25.0

...95.075.095.075.095.075.0125.0(...) 32

=
⋅−

⋅=

=+⋅+⋅+⋅+⋅=P

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  תשובה:
0.2אחוז השיחות שעוברות בקשה מכלל השיחות הוא:  0.48*0.37 0.3776+ אחוז מהן עוברות  53כאשר  ,=

ישירות ל"בקשה" 
0.2

0.53
0.3776
 = 
 

 דרך הזדהות 47% - ו 
0.37*0.48

0.47
0.3776

 = 
 

. 

 

  
  

  זמן שיחה עם "בקשה". - Tגדיר 

[ ] 44 0.47 46 20 0.62 (61 10) 0.38 10 133.44E T = + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =  

0.53 

0.47 
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  . מודל וזלים2חלק 

Tele-SHOP  י.היא חברה העוסקת במכירות המתבצעותבאמצעות מוקד שירות טלפו  

יתן לתאר את הגעת השיחות למוקד השירות ע"י תהליך פואסון לא הומוגי בזמן עם פוקצית  

)הקצב  )tλ.  

, .- [0סמן איטרוול זמן זה ב16:00-24:00המוקד פועל בשעות  ]T.  

שירות של שיחה היו  משךממוצע 
1

µ
דקות וממוצע סבלותו של לקוח (עד טישה) היו   

1

θ
.  

לדקה. עוד היחו כי הרווח ₪  hלדקה ועלות המתה היה ₪  cהיחו כי עלות העסקת שרת היה  

  ₪. sוהקס על טישת לקוח היו ₪  rמסיום שירות היו 

  

) -סמן ב )Q t  0את מספר הלקוחות במערכת בזמן t T≤ ≤,  

) - וב         )N t  ים במערכת בזמן0את מספר המוקד t T≤ ≤.  

)כתבו משוואה דיפרציאלית עבור   2.2.1 )Q t  ,0 t T≤ ≤.  

  

  תשובה:

[ ] [ ]( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 0

+= − ∧ − − ≥dQ t
t Q t N t Q t N t t

dt
λ µ θλ µ θλ µ θλ µ θ  

  

  

  

תארו בקיצור איך יתן, בעזרת גיליון אלקטרוי בלבד, לפתור בקירוב (מדויק ככל הדרש)  2.2.2

  .2.2.1את המשוואה הדיפרציאלית בסעיף 

  

  :  תשובה

,11תון. לאחר מכן, עבור    (0)Qתחיל עם  2,..., n nn t t −= = +   חשב,  ∆

  

[ ] [ ]1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
+

− − − − − −= + ∆ − ∧ ∆ − − ∆n n n n n n nQ t Q t t Q t N t Q t N tλ µ θλ µ θλ µ θλ µ θ  

  

,(0)וקבל את  ( ), (2 ),...Q Q Q∆   קטן יותר, כך הקירוב מדוייק יותר. ∆ -. ככל ש∆
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,0]רשמו ביטוי לאחוז הוטשים באיטרוול  2.2.3 ]T.  

  :  תשובה

  

{ }
( )

0

0

( ) ( )

( )

T

T

Q t N t dt

P Ab

t dt

θ

λ

+−
=
∫

∫
  

  

  

  

  .Tרשמו ביטוי לרווח הכולל במערכת עד זמן   2.2.4

  :  תשובה

  סמן:

c –  ,עלות מוקדן ליח' זמןh –  ,ת לקוח ליח' זמןעלות המתr –  ,רווח מסיום שירותs –  ס עלק

  טישת לקוח.

[ ] [ ]{ }
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

C N r Q t N t s h Q t N t cN t dtµ θ += ∧ − + − −∫  

  

  

, Excel solverבעזרת בתרגיל הבית, יחו כעת כי מספר השרתים קבוע במהלך יום העבודה. ה

  המוקד.רווח את מספר השרתים האופטימלי שמביא למקסימום  = N* מצאתם

  

תארו, בדיוק רב , עולה? rכאשר ערכו של הרווח מסיום שירות בודד,  N*כיצד ישתה הערך  2.2.5

  גדל לאיסוף. rכאשר  N*ככל שתוכלו, את התהגות 

  :  תשובה

גדל ועלויות המערכת ותרות קבועות, כדאי להעסיק יותר שרתים כדי למוע טישות  rכאשר 

  מהמערכת. 

  מתכס לערך סופי, כאשר N*גדל לאיסוף,  rכאשר 

* max ( )N R t= ו- ( )R t   ציאליתהוא פתרון המשוואה הדיפר
( )

( ) ( )
dR t

t R t
dt

λ µ= , כלומר   −

( )R t  ים = העומס המוצעסוף מוקדהוא מספר הלקוחות במערכת עם אי(Offered Load)  על

  .t  המערכת בזמן
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  קודות) 24יישום ( – 3אלה ש

  חוק הקאביס הרפואי

, כל המידע הדרוש אין צורך לקרוא את הכתבה, 15.12.13 –ב  YNET–ב התפרסמה להלן כתבה ש

  יופיע בשאלות עצמן.
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כבר עשר שים שחולים ישראלים יכולים להשתמש בקאביס למען מטרות רפואיות, אבל הוויכוח 

ועולה  גבוההעל הסדרת הושא עדיין בעיצומו. הדרישה לקבל את הקאביס הרפואי היא 

לחולים הקשים, תוך יסיון כלשהי משרד הבריאות מסה לספק הקלה מסה  , ומגדבקביעות

     ש.להסדיר את התחום החד

 

 ,2013חולים קיבלו אישור לצריכת קאביס רפואי. בשת  3000 –כ  ,ע"פ תוי הכתבה, 2010בשת 

אחוז הבקשות המאושרות מתוך כלל  2010 –חולים קיבלו אישור שכזה. יח כי  ב  11,000

כסו מתוך כלל הבקשות שרק שי שליש  2013ובשת  75%הבקשות שכסו באותה שה היה 

  . 2010לא השתה מאז שת  הזמן הדרוש לרופא לטפל בבקשהבוסף יח כי והשאר דחו.  אושרו

  

הובע  2013ועד שת  2010עבודה (העומס המוצע) משת בעומס הבאחוזים מה היה הגידול  3.1

   מבקשות לאישור שימוש בקאביס רפואי?

  

  : תשובה

קצב כיסת בקשות למערכת היה:  2006בשת 
3000

4,000 /
0.75

requests yearλ = = .  

קצב כיסת בקשות למערכת היה:  2013בשת 
11,000

16,500 /
(2 / 3)

requests yearλ = =.  

  תוחלת משך השירות לא השתתה ולפיכך:

  

2013

2006

16,500 ( )
100 412.5%

4,000 ( )

R E S

R E S

⋅= × =
⋅

  .אחוזים 400 מעל  , עליה של

  

  

, מרגע פתיחתה ועד קבלת החלטה במערכתיח כי משך השהייה של בקשה , 2013בשת  3.2

  חודשים. מהו ממוצע מספר הבקשות הפתוחות במערכת בשה זו? 4עייה הוא ב

  

 : תשובה

16,500מצאו בסעיף הקודם כי  /requests yearλ =. 

)תון ) 4 1/ 3E W months years= =  

: Littleמחוק 
16,500

( ) ( ) 5,500
3

E L E W requestsλ= = =  
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ם. לצורך השאלה, פשט את תהליך קבלת האישור לשימוש בקאביס רפואי כולל מספר שלבי

התהליך באופן הבא: כאשר חולה מקבל מרופאו האישי המלצה לשימוש בקאביס רפואי, 

רופאים המוסמכים ע"י משרד הבריאות לאשר שימוש בקאביס  21-הבקשה מועברת לאחד מ

ציין כי הרופאים המוסמכים למתן אישורים מסוג זה.  21רפואי. בשאלה זו תמקד במערכת של 

במהלך שגרת הם מבצעים בוסף לתפקידים וספים ש ,רופאים אלו מטפלים בושא האישורים

  עובדה זו יוצרת תורים ארוכים. .שלהםהעמוסה העבודה 

רופאים לסך הרופאים  10כחלק מהיסיון של משרד הבריאות לקצר תורים, קבעה תוספת של 

. במקביל ת התקציב שאושרה לכךתוספת זו גזרה מתוך תוספהמוסמכים למתן אישור שכזה. 

ובאופן בלתי תלוי, קבעו אילוצי זמים למתן אישור בהתאם לסוג החולה. בשאלה זו סה לבחון 

  באמצעות כלים שלמדו בקורס, מהי תוספת הרופאים שאכן דרשת כדי לעמוד באילוצים אלו.

  
3.3 יח אביס רב 20,000 –כ  ,על פי התחזיות ,כיס פואי קשות לשימוש בקעתידות להיכ

בקשות  2-כל רופא יכול לטפל ב, ובקשות אלו תשארה בתור עד לטיפולן. 2014למערכת בשת 

האם  ,רופאים) 21(בפרט עם  בקשות בשה). תחת ההחות עד כה 480בקשות בחודש,  40ביום (

  רופאים? 10האם המערכת תהיה יציבה עם תוספת של ? תהיה יציבההמערכת 

  

  : תשובה

20,000
1.984 1

21 480n

λρ
µ

= = = >
⋅

  

1ρעל מת שהמערכת תישאר יציבה דרוש:  <  

  

רופאים קבל:  10עם תוספת של 
20,000

1.344 1
31 480n

λρ
µ

= = = >
⋅

 

בפועל, בשל  רופאים. 10החות התוות המערכת איה יציבה, גם לא עם תוספת של תחת ה

המערכת  )פטרים במהלך המתה לטיפול בבקשה, "וטשים" (למשלהעובדה שחלק מהחולים 

  אך כמובן שמצב זה איו רצוי. .איה מתפוצצת
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 (יכולות להיותהגעת בקשתם לטיפול את המערכת בטרם  "וטשים"חלק מהחולים  למעשה, 3.4

מדל כגון מציאת תחלופה אחרת, שיפור במצבם ולמרבה הצער גם פטירה). שוות  סיבות לכך

 10בחן את מצב המערכת לאחר תוספת של . Erlang Aאת המערכת באמצעות מודל כעת 

חצי כהממוצע במערכת זו היו השהייה . יח כי זמן רופאים  31רופאים, כלומר עם איוש של 

 שה.

  באיזה תחום תפעולי פועלת המערכת? מהו כלל האיוש המתאים לתחום זה? מקו את תשובתכם.

  

  : תשובה

משך המתה ממוצע גדול בסדרי גודל ממשך שירות מאפיין : ED –פועלת בתחום ה  המערכת

  .ED –מערכות בתחום ה 

nכלל האיוש המתאים הוא:  R Rγ= − ,0 1γ< 0, ופרקטית > 0.25γ≤ ≤. 

  

  

  

  

  

  

ם התשובה לשאלה זו תומכת במסקה מהו אחוז החולים הוטשים את המערכת? הא 3.5

  שהגעתם אליה בסעיף הקודם? מקו בקצרה את תשובתכם.

  

  תשובה:

}: ED –, בתחום ה  Erlang Aבמודל  }P Ab γ≈ .  

31
1 1 0.25

41.667

n

R
γ = − = − מהחולים הממתיים לאישור עוזבים את  25% –כלומר כ    =

 –תשובתו כאן מחזקת את התשובה בסעיף הקודם ם. התור במהלך ההמתה לטיפול בבקשת

  .ED –אחוז וטשים גבוה (דו ספרתי) מאפיין מערכות בתחום ה 

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 



 18

  כדי לחשב את הפרמטרים של המודל: 3.3-3.5השתמשו בתוי סעיפים  3.6

  תשובה:

1
2 years

θ
 = 
 

   
1

2
θ =    20,000 /requests yearλ =  

31n =         480 /requests yearµ =  

}חישבו על פי הקשר:  θאת פרמטר הסבלות  } ( )qP Ab E Wθ= :ווקיבל  

{ } 0.25
0.5

( ) 0.5q

P Ab

E W
θ = =   המשמעות: "סבלות" ממוצעת של שתיים. .=

טיפול רופא בבקשה מדד בימים, וזמן שהייה במערכת בחודשים. ההחה שזמן הערה: זמן 

שה מצדיקה לכן   1/2הוא  השהייה במערכת
1

( )
2qE W ≈.  

  

 משרהרופאים שיעסקו במתן אישורים לשימוש בקאביס רפואי ב 31במקום  כעת יח כי 3.7

בכך רופאים שיעסקו  12מחלקה שתמה  הוחלט להקים, בוסף לתפקידיהם האחרים ,תחלקי

  משרה מלאה. ב

יח כי יתן לחלק את תהליך פואסון). בבקשות (שוב,  84בכל יום עבודה מגיעות למערכת יח כי 

סוגים עיקריים: חולים  3-שימוש בקאביס רפואי לאוכלוסיית החולים המגישים בקשות ל

. יח כי, )30%( ) וחולים אחרים50%, ייםסופ , חולי סרטן (שאיםמהחולים) 20%( סופיים

 ,שעה אחתחולה סרטן תוחלת של תוחלת של חצי שעה, ל משך הטיפול בבקשה של חולה סופיל

משכי . שעות 1.125וחלת משך השירות היה ת ,בסה"כ. שעות 1.75תוחלת של  ולחולים האחרים

טיפול את התור (בטרם שבו חולים עוזבים  הטיפול מתפלגים כולם מעריכית. יח שהקצב

   בשאלה זו את הטישה מהתור.זיח ולכן  ,מוך מאוד ביחס לקצב השירות )בבקשתם

מהן החות מהן הפרמטרים של המודל? איזה מודל מתמטי מתאים לתיאור המערכת כעת? 

  תארו את המודל והפרמטרים שלו במדויק.  המודל?

  

  : תשובה

  . החות המודל והפרמטרים:M/PH/n המודל המתמטי המתאים הוא מודל 

84λהגעות לפי תהליך פואסון עם קצב של  -   בקשות ליום.=

 שעות: 1.125) עם ממוצע של PH )Hyper-exponentialמפולגים  משכי שירות -

 

 שרתים. 12 -

 כמו כן מיחים כי אין טישות ולא קיימת תלות בין תהליך ההגעה למשכי השירות. -
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ב: דפי הרצאה ותרגול רלווטיים לפתרון הסעיפים הבאים מופיעים בסוף השאלה לשימו 

  .22-28בעמודים 

  

 במערכת שבהזהה/קטה/גדולה מתוחלת זמן ההמתה  במערכת זוהאם תוחלת זמן ההמתה  3.8

מקו את שעות?  1.125ירות המתפלג מעריכית עם ממוצע של ה אחת עם משך שיקיימת אוכלוסי

  ם יתן להשיב על שאלה זו גם ללא חישוב מספרי?תשובתכם. הא

)expתזכורת: אם  )X λ∼ 2אזי 2
2 2 2

1 1 2
[ ] ( [ ]) ( )E X E X Var X

λ λ λ
= + = + =  

  

  : תשובה

). יתן לתאר את משך PH )Hyper-exponentialמשך השירות מתפלג  3.7על פי סעיף כאמור, 

  השירות באופן הבא:

  

  שוות משך השירות:חשב את 

{ } { } { }2 2 22

2 2 2

[ ] 0.2 exp(2) 0.5 exp(1) 0.3 exp(4 / 7)

2 2 2
0.2 0.5 0.3 2.9375

2 1 (4 / 7)

E S      = + +
     

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =
  

2 2 2( ) [ ] ( ) 2.9375 1.125 1.67Var S E S ES= − = − =  

תוחלת זמן ההמתה בתור זה לתוחלת זמן  המה בין Allen-Cunneen Approximationעל פי 

 היא:עם תוחלת משך שירות זהה  M/M/nההמתה בתור 
21 ( )

2

C S+
 כאשר  

2
2

( )
( )

( ( ))

Var S
C S

E S
  זו: . חשב את הערך של מה=

2
2

1.67
( ) 1.32 1

1.125
C S = = > ,

21 ( ) 1 1.32
1.16 1

2 2

C S+ += = >  

 

  .M/M/nולכן ממוצע זמן ההמתה בתור זה יהיה גדול ממוצע זמן ההמתה בתור  

כלומר, יש יותר אקראיות  Hyper-exponential, ;C>1תוצאה זו הייתה צפויה שכן בהתפלגות 

תוחלת משך שירות ואותו קצב הגעה) קבל במערכת ולכן, עם אותו מספר שרתים (ועם אותה 

 .משכי המתה ארוכים יותר
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הרופאים  12 כי יחשעות.  48החוק החדש קובע יעד של מתן מעה לחולים סופיים תוך  3.9

מפוזרים ברחבי הארץ, כל אחד מקבל  ן אישוריםתהמוסמכים למ
1

12
כמו  באקראי.מהבקשות   

היחו שעות וכי כיסת הבקשות מתפרסת באופן אחיד על פי היום.  8כי ביום עבודה יש כן יח 

כי בקשות של חולים סופיים מקבלות עדיפות עליוה, כלומר בקשה של חולה סופי שכסת 

לתור מקבלת עדיפות על פי בקשות של חולים שאין סופיים שמצאות בתור, עם זאת רופא איו 

תחת כי  מעריכיםאתם ול בבקשה בשל כיסת בקשה של חולה סופי. האם מפסיק את הטיפ

האם יתן יהיה לעמוד ביעד זה גם ללא יהול עדיפויות? האיוש התון יתן יהיה לעמוד ביעד? 

במסקתכם, והציעו הצעות לייעול המערכת במידה ואיה עומדת  התומכיםהביאו חישובים 

  ביעדיה.

  ום וסף לעות על השאלה.שימו לב, בעמוד הבא יש מק

  : תשובה

, כאשר בקשות של חולים סופיים מקבלות את העדיפות Non-preemptiveמדובר בתור עדיפויות 

. חשב את תוחלת זמן M/G/1הגבוהה ביותר. סתכל על הבקשות המגיעות לכל רופא כעל תור 

  :קצב כיסה כללי של בקשות היו. ההמתה של בקשות של חולים סופיים

84
0.875 / ( )

8 12
requests hour per doctorλ = =

⋅
 .  

1קצב כיסת בקשות של חולים סופיים:  0.2 0.875 0.175 /requests hourλ = ⋅ = 

2קצב כיסת בקשות של חולי סרטן:  0.5 0.875 0.4375 /requests hourλ = ⋅ = 

3קצב כיסת בקשות של חולים אחרים:  0.3 0.875 0.2625 /requests hourλ = ⋅ =  

1קצב טיפול בבקשות של חולים סופיים: 

1
2

0.5
µ = = 

2קצב טיפול בבקשות של חולי סרטן:  1µ 3, קצב טיפול בבקשות של חולים אחרים= 4 / 7µ =.  

2 ,מכיוון שמשכי השירות של כל סוגי הבקשות מתפלגים מעריכית ( ) 1kC S עבור כל סוגי =

רית משך השירות של בקשה המצאת בטיפול בעת הגעת בקשה של מכאן, תוחלת שא הבקשות.

  חולה סופי היה:

1 1 2 2 3 3

0.175 0.4375 0.2625
( ) ( ) ( ) ( ) 0.5 1 1.75 1.285

2 1 (4 / 7)
E R E S E S E Sρ ρ ρ= + + = + + =  

1ולכן 

1

( ) 1.285
( ) 1.408

1 1 0.0875q

E R
E W hours

ρ
= = =

− −
 .  

קצת יותר חד עם זמן הטיפול בבקשה קבל כי בקשה של חולה סופי מטופלת בממוצע תוך י

  משעתיים מכיסתה למערכת.

אך  .ולכן יש גם חולים עבורם זמן ההמתה יהיה גבוה יותר ,המתהמן רק תוחלת זזוהי אמם 

 48מרבית הבקשות של החולים ה"ל יקבלו מעה תוך  ,כך מוכה-יתן להיח כי אם התוחלת כל

  שעות.
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  אם לא הל תור עדיפויות תוחלת זמן ההמתה של כל החולים תהיה:

 
21 ( ) 0.984 1 1.32

( ) ( ) 1.125 80.25
1 2 1 0.984 2q

C S
E W E S hours

ρ
ρ

+ +≈ ⋅ = ⋅ ⋅ =
− −

, רחוק מאוד 

  עד שקבע.מהי

/מערכות מפוזרות של  12-אם שה את ארכיטקטורת המערכת מ /1M G למערכת אחת של ,

/ /12M G  הל תור יחיד עבור כלתן  12(מערכת מידע תה בהיהרופאים), ממוצע זמן המת

  , ואז עמוד ביעדים. 12המתה יקוצר פי 

  

  

  

  

  

  

  

רה וספת של משרד הבריאות היא למזער את מספר החולים שפטרים בטרם בקשתם מט 3.10 

מגיעה לטיפול. יח כי בין שלושת סוגי החולים ישם הבדלים גם בתוחלת משך החיים לאחר 

.  iאת תוחלת החיים (לאחר פתיחת בקשה) של חולים מסוג  iτ - פתיחת הבקשה. סמן ב 

לקביעת עדיפויות בסדר קבלת איטואיטיבי הציעו כלל בהשתמשכם במה שלמדתם בקורס, 

  את תשובתכם. הסבירוהחולים שעשוי להביא להשגת מטרה זו. 

  

  : תשובה

. הכלל שציע יהיה מתן עדיפויות על פי iאת משך הטיפול בבקשות של חולים מסוג  - iµסמן ב 

iערך 
i i

i

µ θ µ
τ

, כלומר יתן עדיפות גבוהה ביותר לחולים עבורם ערך זה הוא הגבוה ביותר =

  ועדיפות מוכה ביותר לחולים עבורם ערך זה הוא המוך ביותר. 

שלמד בכיתה, אם יח כי קצבי הטיפול זהים,  cµ -הקבלה לכלל ה אופן איטואיטיבי, בב

iכלומר  iµ µ= , כלומר תוחלת החיים הקצרה ביותראזי יתן עדיפות לבקשות של חולים בעלי ∀

iθ.הגבוה ביותר  

) SPT )Shortest Process Time –אזי יתן שירות לפי כלל ה  שתוחלת החיים שווהאם יח 

הוא iµוקבל קודם את הבקשות של החולים שעבורם משך הטיפול הוא הקצר ביוצר, כלומר 

  הגבוה ביותר.

  יתן עדיפות על פי הכלל שצוין לעיל. השו תוחלת החייםוגם  שוים ואם גם קצבי השירות
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  קודות) 16תאוריה ( – 4שאלה 

והוכחת המשפט  Erlang Bלמודל   QED –משפט ה  :מופיעים דפי הרצאהשי העמודים הבאים ב

  ממה מחקו חלקים מסויימים.

 דהייוהמדויקת של "הבט המהל", תהמתמטי המהי האיטרפרטצי, QED –במשפט ה  4.1

, n
n n nn R R R

λβ
µ

≈ + =?  

  : תשובה

lim n

n
n

n R

R
β

→∞

− =   

 

  .החסר Aהשלימו את חלק בהוכחה,  4.2

  :תשובה

   

  

  החסר. Bהשלימו את חלק בהוכחה,  4.3

   :תשובה

  

   

  

דהייו הוכיחו כי  המופיע במסגרת, Cהוכיחו את , QED –במשפט ה  4.4
( )

( )
( )

h
φ β β

β
= −

Φ
  ,

פוקציית ההתפלגות  Φ -ו  N(0,1)זוהי פוקציית הצפיפות של משתה מקרי  φכאשר 

  המצטברת של אותה התפלגות.

  :תשובה 

)מסימטריה של התפלגות ורמלית סטדרטית  ) ( )φ β φ β= ) וכן  − ) 1 ( )β βΦ = − Φ − .  

ולכן:  
( ) ( )

( )
( ) 1 ( )

h
φ β φ β β

β β
−= =

Φ − Φ −
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C הוכיחו: 
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 :שלימוה

 :שלימוה
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